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1. 


Abrifs einer Theorie der höhern Congruenzen in 
Bezug auf einen reellen Primzahl - Modulus. 


(Von Herrn Dedekind in Göttingen.) 





Ks ist meine Absicht, dem in der Ueberschrift bezeichneten Gegen- 
stande, welcher, von G@aufs zuerst angeregt, später mit Erfolg von @alo:s, 
‚Serret, Schönemann wieder aufgenommen ist, eine einfache zusammenbän- 
sende Darstellung zu widmen, welche sich streng an die Analogie mit den 
Elementen der Zahlentheorie binden soll. Diese ist in der That so durch- 
greifend. dafs es mit Ausnahme einiger unserm Gegenstande eigenthümlicher 
Untersuchungen nur einer Wortänderung in den Beweisen der Zahlentheorie 
bedarf. Ich folge genau dem Gange, welchen Dirichlet in seinen Vorlesungen 
über die Zahlentheorie (oder in seiner kurzen Darstellung der Theorie der 
complexen Zahlen im 24sten Bande dieses Journals) eingeschlagen hat. In 
Rücksicht hierauf wird man es nicht tadeln, dafs ich meist nur die Haupt- 
momente der Beweise hervorhebe, da grölsere Ausführlichkeit für den Kenner 
der Zahlentheorie, welche hier vorausgesetzt wird, ermüdend sein mülfste. 

Die hier dargestellte Theorie, deren Erweiterungen auf der Hand lie- 
gen, ist vielfacher Anwendungen fähig, namentlich auf die Algebra, wie ich 
in einer spätern Abhandlung zeigen werde; zunächst schien es mir zweck- 
mälsig, dieselbe ohne alle Einmischung algebraischer Principien abzuhandeln. 





Gebiet der Untersuchung; Definitionen und Fundamentalsätze 


1. 

Unter einer Function einer Variabeln x wird hier immer eine ganze 
rationale Function von x verstanden, deren Coefficienten reelle ganze Zahlen 
sind. Es werden die Eigenschaften solcher Functionen untersucht in Bezug 
auf einen Modulus, der eine reelle Primzahl p ist. Zwei Functionen A, B 
heifsen congruent in Bezug auf den Modul p, in Zeichen 

A=B (mod. p). 
Journal für Mathematik Bd. LIV. Heft 1. 1 
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wenn sämmtliche Coefficienten der nach Potenzen von .x geordneten Differenz 
A—B durch p theilbar sind, oder, was dasselbe sagt, wenn die Coelficienten 
gleich hoher Potenzen von x in den beiden Funclionen paarweise einander 
congruent sind in Bezug auf den Modulus p». Es ist daher diese Congruenz 
nur ein Ausdruck für die Jdentität 
A = B-».C, 

in welcher C eine beliebige Function bedeutet. Hieraus gehen sogleich die 
beiden folgenden Sätze hervor: 

Man darf in jeder Congruenz zwischen zwei Functionen die Variabeln .r 
durch eine beliebige Function von x ersetzen. 

Man darf jede Congruenz beliebig oft nach der Variabeln x differentiiren. 

Ebenso leuchten folgende Sätze ein, in welchen der Modulus » unver- 
änderlich beibehalten wird: 

It A=4', B=B'; so ist auch A+B= A'+B', ferner AB=4'B', 
ferner A" = 4", wo n eine positive ganze Zahl bedeutet; und allgemein: 
Sind die beiden Seilen einer Congruenz ganze rationale Functionen (mit gan- 
zen Zahleoefficienten) von einer Reihe von Functionen A, B, C etc. der 
Variabeln .r, so darf man dieselben (an beliebigen Stellen) durch ihnen resp. 


eongruente Functionen A’, B', Ü' etc. ersetzen. 


2. 

Der Exponent der höchsten Potenz von x in einer Function, deren 
Coefflicient nicht durch den Modul theilbar ist, heifse der @rad der Function. 
Aus dieser Definilion. welche für alle Functionen gilt, die nicht = 0 (mod. p) 
sind, ergiebt sich, dafs alle die unendlich vielen einander congruenten Funclio- 
nen einen und denselben Grad haben. Ist ferner «& der Grad von A, ? der 
‚(rad von #8, so ist @ +,» der Grad von JB; denn das Product zweier durch 
eine Primzahl » nicht theilbaren Zahlen - Coefficienten ist ebenfalls nicht theil- 
bar durch p. Hieraus folgt weiter: Ist AB =0 (mod. p), so ist mindestens 
eine der beiden Funclionen A, B==0 (mod. »); und ferner: It AB=4A'B', 
und A-=4' nicht Ö (mod. p), so ist BD =D’ (mod. p); denn es ist 
4B= AB, oder AIB—B') =: 0 (mod. p). Dieser Satz giebt daher die 
Bedingung für die Berechtigung zur Division einer Congruenz durch eine an- 
dere. Ferner ist leicht! zu sehen, dafs die Anzahl der einander nicht con- 
gruenten (?ncongruenten) Funclionen vom Grade « gleich (»—1)p* ist; 
denn der Coefficient von x“ kann » —1, der jeder niedrigern Potenz kann 
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nach dem Modul » incongruente Werthe haben. und der Coeffieient jeder 
höhern Potenz ist = 0 (mod. p). Dies Resultat gilt auch für den Fall «0. 
insofern bei den Functionen,. welche = 0 sind. überhaupt von einem Grade 


keine Rede ist. 


>. 

Sind A, 3, C drei solche Funclionen von x, dafssd4 = BU (mod. y). 
so heifsen B, C (oder alle diesen congruente Functionen) Devisoren oder 
Factoren von A (oder jeder mit A congruenten Function) in Bezug auf den 
Modul p. Gleichbedeutend sind die Ausdrücke: 4 ist ein Multzptum von 
RB, C; oder: A ist tZherlbar durch B, C©. Diese Theilbarkeit nach einem 
Modulus ist natürlich nicht mit der algebraischen Theilbarkeit zu verwechseln. 
obwohl aus der letztern stets die erstere folgt. Offenbar kann der Grad eines 
Divisors 3 von A nicht höher sein als der Grad von A. Jede Function is! 
theilbar durch jede der »—1 incongruenten Functionen vom Grade Null; denn 
jede der letztern ist einer durch p nicht theilbaren Zahl « congruent; bestimmt 
man nun «' so, dals au = 1 (mod.p). so ist A a.«A, wo A jede be- 
liebige Function bedeutet. Aufser diesen »—1 Functionen vom Grade Null 
hat keine andere die Eigenschaft, Divisor von jeder beliebigen Function zu 
sein: denn eine Function, deren Grad höher als Null ist, kann nicht mehr Di- 
visor der Funclionen vom Grade Null sein. Man kann deshalb (zufolge der 
Analogie mit ähnlichen Untersuchungen) diese y„—1 incongruenten Functionen- 
classen vom Grade Null Einheiten nennen. 


Man kann jede Function vom Grade « congrueni setzen dem Producie 
aus einer bestimmten Function vom Grade Null und einer Function vom Grade 
@, in welcher der Coeflicient von x“ =1 (mod.p) ist (solche Functionen 
sollen przmäre heilsen); denn ist « der durch » nicht theilbare Coefficient 
von x” in A, und aa =1| (mod. p), so it d=a.«aA4, worin «4 eine 
primäre Function ist. — Die Anzahl der incongruenten primären Functionen 
vom Grade « ist gleich p*“. 


Aus der Definition der Multipla ergeben sich unmittelbar die beiden 
folgenden Sätze: Ist eine Function ein Multiplum von einer zweiten, diese ein 
Multiplum von einer dritten, diese von einer vierten u. Ss. w., so ist jede frü- 
here in der Reihe dieser Functionen ein Multiplum von jeder spätern. — Die 
Summe und die Differenz zweier Multipla von einer Function sind selbst wie- 


der Multipla derselben Function. 
1 %* 
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NH. 

Von grofser Bedeutung für die spätern Untersuchungen ist folgende 
Aufgabe: Zu untersuchen, ob zwei gegebene Funclionen A, A’ nach dem 
Modul » gemeinschaftliche Divisoren haben. 

Zunächst läfst sich zeigen, dafs man stets eine Congruenz von der Form 

A= 04-4" (mod. p) 

aufstellen kann. im welcher Q, A” zwei neue Functionen sind, deren letztere 
4" einen niedrigern Grad als A’ hat, oder gar = 0 (mod. p) ist. Denn es 
sei @« der Grad von A, « der von A’; im Fall nun «<< ist, braucht man 
nur O=0, A’ = A (mod.p) zu setzen; ist aber e—.«’, so kann man die 
Zahl q so bestimmen, dafs 4 — qx“”“. A’ von niedrigerm Grade «, als « ist; 
ist dann «, auch <«', so ist das Ziel schon erreicht. wenn man (= ya“ 
setzt; ist aber , —«, so verfährt man mit der Function A— gx°".4A' 
ebenso, wie bei dem ersten Schritte mit A, man bestimmt g, so. dafs 
4 — qyer". 4 — q,=".A’ von niedrigerm Grade ist als «, u.s.f. bis man 
zu einer Function von niedrigerm Grade als «' gelangt, was nach einer end- 
lichen Anzahl von Operationen geschehen mufs. Man setzt dann 


0 = q2°* 4,2%" 4 ete. (mod. p) 
und dann ist A" = A— Q4’ von niedrigerm Grade als «. W. Z. B. W. 
Aus der so gebildeten Congruenz folgt nun unmittelbar, dafs jeder ge- 
meinschaftliche Divisor von A, A’ auch Divisor von A”, und umgekehrt dafs 
jeder gemeinschaftliche Divisor von A’, A” auch Divisor von A sein mulfs. 
Man braucht daher die Operation nur fortzusetzen und ein System von Con- 
eruenzen zu bilden: 
A = 0444" 
N = (4"+4" 
a aa (mod. p) 
AD — 00-9 40-91 40 
40 — 00-9 4 


in welchem die Grade «', «’ etc. eine abnehmende Reihe bilden, woraus von 
selbst folgt, dafs nach einer endlichen Anzahl von Operationen es geschehen 
mufs, dafs eine Function A" durch die nächstfolgende A”? theilbar ist. 
Schreitet man von der ersten bis zur leizten Congruenz fort, so ergiebt sich, 
dafs jeder gemeinschaftliche Divisor von A, A’ auch Divisor von A’ sein 


mufs; verfolgt man den umgekehrten Weg, so ergiebt sich, dafs A’ Divisor 
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aller vorhergehenden Functionen und folglich auch gemeinschaftlicher Divisor 
der beiden Functionen A, 4’ ist. Es heifse daher AV’ ein gröfster gemein- 
schaftlicher Divisor von A, 4’. Multiplieirt man 4” mit einer beliebigen 
Function vom Grade Null (mit einer Einheit), so hat das Product offenbar die- 
selbe Eigenschaft wie A"); es giebt daher »—1 incongruente gröfste gemein- 
schaftliche Divisoren desselben Grades, und ein einziger unter diesen ist primär. 

Drückt man vermöge der vorletzten CGongruenz A”’ durch AP" und 
4°", diese vermöge der vorhergehenden Congruenzen durch die vorhergehen- 
den Functionen aus, so kommt man zuletzt auf eine Congruenz von der Form 


G.A+@.4' = A" (mod. p), 
welche also stets möglich ist, wenn A” gröfster gemeinschaftlicher Divisor 
von 4, 4’ ist. 


>. 

Ist der gröfste gemeinschaftliche Divisor A”’ der Funclionen A, A 
vom Grade Null (also = 1 (mod. p), wenn er primär ist), so heifsen A, A 
relativ prim gegen einander. 

Aus dieser Definition folgt der Hauptsatz: Sind A, A’ zwei relative 
Primfunctionen, und ist M eine beliebige Function, so ist jeder gemeinschaft- 
liche Divisor der beiden Functionen AM, A’ zugleich gemeinschaftlicher Divisor 
von M, A'. Denn multiplicirt man die Reihe der Congruenzen, durch welche 
die Functionen A, 4’, 4"... 4” zusammenhängen, mit 4, so ergiebt sich 
unmittelbar, dafs jeder gemeinschaftliche Divisor von AM, 4’ auch Divisor 
von A'’M, A"M... AM und folglich auch (da der Annahme nach A") vom 
Grade Null ist) von M, also gemeinschaftlicher Divisor von M, A’ ist. (Dies 
folgt auch unmittelbar aus der Congruenz GAM-+@' MA’ = 4"’M.) 

Die wichtigsten Specialfälle dieses Satzes sind die folgenden: Ist auch 
M relativ prim gegen A’, so ist der gröfste gemeinschaftliche Divisor von M 
und A’, und folglich auch der von AM und 4’ eine Function vom Grade 
Null, d.h. AM und A’ sind relativ prim gegen einander; und hieraus ergiebt 
sich der Satz: Wenn zwei Reihen von Funclionen so beschaffen sind, dafs 
jede Function der einen Reihe relativ prim gegen jede Function der andern 
Reihe ist, so ist das Product aus sämmtlichen Functionen der einen Reihe re- 
lativ prim gegen das Product aus sämmtlichen Funclionen der andern Reihe 

Eine zweite Specialisirung ist die folgende. Ist wieder A relativ prim 
gegen A’, und ist AM durch 4’ theilbar, so ist A’ als gemeinschaftlicher 
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Divisor von AM, A’ auch gemeinschaftlicher Divisor von M, A’, also Divisor 
von M. 


Hieraus folgt weiter: Ist jede der Functionen A, B, C etc. relativ 
prim gegen jede der andern, und ist ferner eine Function MM durch jede der 
Functionen A, DB, Ü etc. theilbar, so ist M auch durch das Product ABC... 


theilbar. Denn der Annahme nach ist M=@4A durch B theilbar, folglich 
ist. da A relativ prim gegen B, @= HB, also M == HAB u. s. w. 


©. 

Kine Function. welche nach dem Modul » nur solche Divisoren hat, 
die entweder ihr selbst. oder Functionen vom Grade Null (d. h. Einheiten), 
oder Producten aus beiden congruent sind (denn jede Function hat alle diese 
Divisoren). heilst (?rreductibel oder) eine Primfunction nach dem Modul p; 
jede andere heilst (reductrbel oder) zusammengesetzt. Es leuchtet ein, dafs 
eine beliebige Function entweder durch eine bestimmte Primfunction theilbar, 
oder relativ prim gegen dieselbe ist. Ist daher ein Product AB durch eine 
Primfunetion J? theilbar, so ist mindestens einer der Factoren A, B für sich 
allein durch P theilbar:; denn ist 4 nicht durch P theilbar, so ist A relativ 
prim gegen P, und folglich # durch P theilbar. Derselbe Satz gilt für ein 
Product aus beliebig vielen Functionen. 


is leuchtei ein, dafs jede beliebige Function M sich darstellen läfst 
als Product aus Potenzen von Primfunctionen, welche unter einander incon- 
eruent sind, und deren Anzahl eine endliche ist (wenn der Grad von M end- 
lich ist): und zwar ist wesenthkech nur eine einzige solche Darstellung möglich: 
d.h. wenn in der einen Zerfällung « Factoren vorkommen, welche einer und 
derselben Primfunction A congruent sind. so werden auch in jeder andern 
Zerfällung « Factoren vorkommen, welche derselben Primfunction A oder 
einem Product aus 4 in eine Einheit congruent sind. Man kann die Prim- 
funelionen sämmtlich primär annehmen; ist dann 


M = z24°B’C“... (mod. p) 


wo 2 eine Einheit. A, B, Ü etc. incongruente primäre Primfunctionen, a, b, 
c etc. positive ganze Zahlen bedeuten, so ist jeder primäre Divisor D von 
M von der Form 


D = 4"B’C“ ... (mod.p) 


wo «a', db’, c' etc. die Null oder positive ganze Zahlen bedeuten, welche resp. 
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nicht gröfser als «a, 5, ce etc. sind. Die Anzahl der incongruenien primären 
Divisoren von M ist demnach — («--1)(b-1)(e--1). 
Wenn eine Function M einen Divisor D mal enthält. d. h. wenn 


M==@D” (mod. p), so folgt durch Differentiation 

dM ( dD | dG 

—ı G@.m — + D.—) D"' mod. p): 

dır er da ( P); 
also enthält die Derivirte von M denselben Divisor I mindestens (mn —1)mal 
(sie kann ihn auch öfter enthalten). Ist daher eine Function relaliv priın ge- 


gen ihre erste Derivirte, so ist sie einem Product aus lauter incongruenten 
Primfunctionen congruen!. 





Allgemeine Sätze über die Congruenzen, welche sich auf einen 
doppelten Modulus beziehen. 
7. 

Die vorhergehenden Sätze entsprechen vollständig denen über die 
Theilbarkeit der Zahlen in der Weise, dafs das ganze System der unendlich 
vielen einander nach dem Modulus » congruenten Functionen einer Variabeln 
sich hier verhält, wie eine einzige bestimmte Zahl in der Zahlentheorie, indem 
jede einzelne Function eines solchen Systems jede beliebige andere desselben 
Systems in jeder Beziehung vollständig ersetzt; eine solche Function ist der 
Repräsentant der ganzen Classe; jede Classe hat ihren bestimmten Grad, ihre 
bestimmten Divisoren u. s. w., und alle diese Merkmale kommen jedem ein- 
zelnen Gliede einer Classe in derselben Weise zu. Das System der unendlich 


vielen incongruenten Classen — unendlich vielen. da der Grad unbegrenzt 
wachsen kann — entspricht der Reihe der ganzen Zahlen in der Zahlentheorie. 


Der Congruenz der Zahlen entspricht hier Congruenz von Functionenclassen 
nach einem doppelten Modulus in der folgenden Weise. 
Zwei Functionenclassen oder deren Repräsentanten A, B heilsen con- 


gruen! in Bezug auf die Functionenclasse, deren Repräsentant M, in Zeichen 


A == B(modd. p, M) oder A = B (mod. M). 
wenn die Differenz A— B nach dem Modul p durch MH theilbar ist. 


Eine solche Congruenz zweier Functionen A, B in Bezug auf eine 
dritte M ist also nur ein anderer Ausdruck für die Congruenz 


A=B+CN (mod. p), 
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und hieraus ergiebt sich. dafs man A, B, M durch beliebige Functionen 
4’, B', M' ersetzen kann, welche resp. jenen nach dem Modul p congruent 
sind. Ferner leuchtet ein, dafs man in einer solchen Congruenz die Variabele x 
in den drei Functionen A, 2, M durch eine beliebige Function von z er- 
setzen kann. 

Aus der Definition dieser Congruenzen ergeben sich folgende Sätze: 
Ist A= 4’ (mod. M), B=B' (mod. M); so it AHB=4'+B’ (mod. M), 
ferner AB = A'B’ (mod. M), ferner 4" = 4” (mod. M), wo neine positive 
vanze Zahl bedeutet. Und allgemein: Sind die beiden Seiten einer Congruenz 
nach dem Modulus .M ganze rationale Functionen (mit ganzen Zahlcoefficienten) 
von Funetionen, so darf man jede der letztern (an beliebigen Stellen) durch 
eine andere ersetzen, welche ihr nach dem Modulus M congruent ist. 

Ist ferner AB =0 (mod. M), und A relativ prim gegen M, so ist 
auch B=0 (mod. #7); allgemeiner: it AB = 4A'B’ (mod. M) und 4 = 4' 
(mod. M) und A relativ prim gegen M, so ist auch B=B’ (mod. M),. 

Sind endlich 4, A’ congruent nach dem Modul M, und beide von 
niedrigerm Grade als M, so müssen A, A’ auch nach dem einfachen Modul 
p einander congruent sein. 


S. 

Man kann nun ein System von Functionen aufstellen. so dafs irgend 
eine beliebige Function einer von diesen Functionen. aber auch nur einer ein- 
zigen nach dem Modulus M congruent ist. Es sei A eine beliebige Function, 
so kann man, wie früher gezeigt ist, stels eine Congruenz von der Form 

4 = QM-+A4' (mod.p) 
aufstellen, in welcher A’ von niedrigerm Grade ist als M. Stellt man daher 
sämmtliche nach dem Modul » incongruente Functionen von niedrigerm Grade 
als M auf, so ist jede beliebige Function einer von diesen nach dem Modulus 
M congruent, aber auch nur einer einzigen von ihnen, weil zwei nach dem 
Modul p incongruente Functionen von niedrigerm Grade als M auch in Bezug 
auf M incongruent sind. Ist « der Grad von M, so ist p“ die Anzahl dieser 
Functionen, welche also ein System der verlangten Art bilden. Jedes solche 
System heifse ein vollständiges System incongruenter Kunctionen in Bezug 
auf den Modul .#. Multiplieirt man jedes Glied eines solchen Systems mit 
einer und derselben Function, welche gegen den Modulus M relativ prim ist, so 
bilden die Producte wieder ein solches System, wie sich leicht beweisen läfst. 
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9. 

Seien N, N’ etc. beliebige Functionen, deren erste durch den Modulus M 
nicht theilbar ist, ferner n eine positive ganze Zahl, so heifst die Bedingung 
Ny” + N'y"=!-ete. +- N” =0 (mod. M) 
eine Conyruenz vom Grade n mit einer Unbekannten y; und jede Function. 
welche für y substituirt diese Bedingung befriedigt, heifst eine Wurzel der- 
selben. Ist eine solche Wurzel gefunden, so ist jede mit ihr nach dem Mo- 
dul M congruente Function ebenfalls eine Wurzel; die Hauptaufgabe ist daher. 

sämmtliche nach dem Modul M incongruente Wurzeln zu finden. 

Wir betrachten zunächst die Congruenz ersten Grades, welche auf 
die Form 

Ay = B (mod. M) 
gebracht werden kann. Nehmen wir zuerst an, A sei relativ prim gegen den 
Modul M, so giebt es (zufolge der Schlufsbemerkung des vorigen Artikels) 
in jedem vollständigen Systeme incongruenter Functionen eine, aber auch nur 
eine Function y, für welche Ay = B wird; die Congruenz hat daher in die- 
sem Falle nur eine einzige Wurzel (d.h. alle Wurzeln sind dieser einen nach 
M congruent). Hat aber A mit M den gröfsten gemeinschaftlichen Divisor D, 
so mufs, wenn die Congruenz lösbar sein soll, auch 3 durch D theilbar sein: 
in diesem Falle si A=A'D, B=BD, M=MD (mod. p), so folgt aus 
der obigen Congruenz 
Ay = B (mod. M') 
und umgekehrt jene aus dieser. Da nun hierin A’ relativ prim gegen den 
Modulus M’, so hat die letztere Congruenz eine aber auch nur eine einzige 
Wurzel W nach dem Modulus M’. Alle Wurzeln der ersten Congruenz sind 
daher in der Form 
y= W-+HN' (mod.p) 

enthalten. und alle in dieser Form enthaltenen Functionen y sind auch Wur- 
zeln der ersten Congruenz; und zwei in dieser Form enthaltene Functionen 
W-HM, W-- GM sind stets, aber auch nur dann nach dem Modulus M 
incongruent, wenn H und @ nach dem Modulus D incongruent sind. Mithin 
hat in diesem Falle die erste Congruenz ebensoviel nach M incongruente 
Wurzeln, als es nach dem Modul D incongruente Funclionen giebt, also p", 
wenn Ö der Grad von D ist. 

Für die spätern Untersuchungen ist auch noch die Lösung der folgen- 


den Aufgabe wichtig: Seien M, N relativ prim gegen einander; es soll die 
Journal für Mathematik Bd. LIV. Heft 1. 2 
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allgemeine Form der Functionen y gefunden werden, welche die deöden Con- 
gruenzen y=A (mod. M), y=B (mod. N) befriedigen. Aus der ersten 
Form folgt y= A-+2zM (mod.p), wo z eine beliebige Function ist, welche 
aber der Bedingung A+2zM == B (mod. N) genügen mufs; diese Congruenz 
hat nach dem Vorhergehenden eine einzige Wurzel nach dem Modul N, und 
es folgt daraus die allgemeine Lösung y= W (mod. MN). 


4 


10. 

Hat man ein vollständiges System incongruenter Functionen in Bezug 
auf den Modul M aufgestellt, so drängen sich die beiden folgenden Fragen 
auf: Wieviele dieser Funclionen haben mit /M einen bestimmten Divisor D 
gemeinschaftlich? und: Wieviele unter diesen haben D zum gröfsten gemein- 
schaftlichen Divisor mit M? — Die Beantwortung dieser Fragen ist unab- 
hängig von der besondern Wahl des vollständigen Systems incongruenter 
Functionen, da jede von zwei einander nach M congruenten Functionen den- 
selben gröfsten Divisor mit M gemeinschaftlich hat, wie die andere. 


Die erste Frage ist im vorigen Artikel schon mit beantwortet; zwei 
Functionen @D, HD sind stets, aber auch nur dann nach dem Modul M= NAD 
incongruent, wenn @, FH nach dem Modul N incongruent sind; ist daher v 
der Grad von N, so giebt es p —p“"? nach M incongruente Functionen. 
welche mit M den Divisor D gemeinsam haben. 


Irgend eine dieser Functionen @D hat ferner stets, aber auch nur 
dann D zum gröfsten gemeinschaftlichen Divisor mit M, wenn @ relativ prim 
gegen N ist. Bezeichnen wir daher allgemein mit g(A) die Anzahl der in 
Bezug auf A incongruenten Functionen, welche gegen A relativ prim sind, 
so ist die zweite von uns gesuchte Anzahl = Y(N). 


Schreiben wir nun sämmtliche Divisoren von M auf, mit der Beschrän- 
kung, dafs keiner von ihnen dem Producte aus einem andern in eine Einheit 
congruent ist, also z. B. sämmtliche incongruente primäre Divisoren von M; 
so hat irgend eine Function einen dieser Divisoren, aber auch nur einen ein- 
zigen zum gröfsten gemeinschaftlichen Divisor mit M, woraus in Verbindung 
mit dem Vorhergehenden der Satz 


=Zy(N) = p 
folgt, wo das Summenzeichen sich auf ein so definirtes System von Divisoren N 
der Function M bezieht. 
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Aus diesem Satze ergiebt sich sogleich der Ausdruck für g(M) in 
dem Fall, wenn M einer Potenz A einer einzigen Primfunction congruen! 
ist. Ist @ der Grad von A, so hat man zufolge des Satzes 


PNA) +YplA) FH plAT)-+p(A) = p““ 


und ebenso 
gULHANL+HUILH + pa) = pud; 
folglich 
oA) BEER PR, uuen y(a—1) „En “(1 RR: 
P\ —m } } a p p“ u 


Auf diesen Fall wird aber jeder andere durch folgenden Satz zurück- 
geführt: Sind M, N relativ prim gegen einander, so ist y(MN)—=y(M)y(N): 
welcher sich so beweisen läfst. Man bilde das vollständige System der gegen 
M relativ primen und nach M incongruenten Functionen @, deren Anzahl 
p(M); ebenso bilde man in Bezug auf den Modulus N ein entsprechendes 
System von (N) Functionen Z7, und in Bezug auf MN ein solches System 
von (MN) Functionen #\ Es ergiebt sich dann mit Hülfe der Schlufs- 
bemerkung des vorigen Artikels, dafs allen y(M)gp(N) Combinationen von 
Congruenzen y=@ (mod. M) und y=H (mod. N) eine, aber auch nur 
eine Lösung von der Form y=F (mod. MN), und umgekehrt jeder der 
(MN) Congruenzen der letztern Form eine, aber auch nur eine Combination 
der erstern Form entspricht; woraus unmittelbar y(MN)—=y(M)y (N) folgt. 

Seien nun A, B, C etc. sämmtliche einander incongruente Primfunctionen 
resp. von den Graden «, f, y etc., welche in einer Function M vom Grade u 
als Factoren enthalten sind, und zwar so, dafs keine dieser Primfunctionen 
etwa einem Producte aus einer andern von ihnen in eine Einheit congruent 
ist, was man z. B. dadurch erreicht, dafs man sie alle als primär annimmt: 


dann ist 
j h 1 1 1 
y(M) =— p Bl at TOR i 


wie sich aus den vorhergehenden Sätzen leicht ergiebt. 


n1. 

Man schreibe das vollständige System der gegen M relativ primen 
und in Bezug auf M incongruenten Functionen auf, deren Anzahl wir mit 
p(M) bezeichnet haben. Multiplicirt man sie sämmtlicb mit einer und der- 
selben F', welche sich in ihrem Complexe findet, so bilden die g(M) Producte 
wieder ein solches System, so dafs jedes Glied des einen Systems einem, 

2* 
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aber auch nur einem einzigen Gliede des andern Systems nach dem Modul M 
congruent ist. Multiplieirt man daher alle diese y(M) Congruenzen mit ein- 
ander, und berücksichtigt, dafs das Product der g(M) gegen M relativ primen 
Funetionen ebenfalls gegen M relativ prim ist, so erhält man den Satz 


Fr’ — 1 (mod. M), 


welcher dem verallgemeinerten Satz von Fermat in der Zahlentheorie ent- 
spricht. 
Ist M eine Primfunction P vom Grade n, so ist g(P) = p" —1. und 
folglich 
nf 
F' =1 (mod. P) 


wenn F' eine durch P nicht theilbare Function bedeutet. und allgemein ist 
ohne alle Beschränkung für F' 


FF=F (mod. P), 


wie unmittelbar einleuchtet. 
Hieraus folgt, dafs die Auflösung der Congruenz ersten Grades 


Ay = B (mod. M) 
in dem Falle, wo A gegen M relativ prim ist, durch die Formel 


v= B4r’) (mod. M) 


gegeben wird. 


12. 

Von nun an wenden wir uns zu dem besondern Fall, in welchem der 
Modulus der Congruenzen eine Primfunction P vom Grade n ist, Dann be- 
steht folgender Satz: Eine Congruenz F'y)—=Ny”--N'y"'+ etc. =0 (mod. P) 
kann nicht mehr als n nach dem Modul P incongruente Wurzeln haben. — 
Beweis: Wir nehmen an, der Satz sei für Congruenzen vom Grade n— 1 
bewiesen. und zeigen, dals er dann auch für Congruenzen vom Grade n gilt. 
(Gresetzt dann. unsere Congruenz n'" Grades hätte mehr als n incongruente 
Wurzeln, also mindestens n--1. Sei W eine derselben, so ist für jede an- 
dere von dieser verschiedene y 


F(y)—F(W)=(y—-W)F,(y)=0 (mod. P), 
wo F,(y) ein Polynom vom Grade »—1 ist, und folglich hätte, da y—W 
nicht = 0 (mod. P) sein kann, die Congruenz F,(y)=0 (mod. P) vom 
Grade a—1 gegen unsere Annahme mindestens n Wurzeln. — Nun ist der 
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Satz für die Congruenzen ersten Grades schon früher bewiesen, folglich gilt 
er für jeden Grad. 

Hat aber unsere Congruenz n'" Grades wirklich rn incongruente Wur- 
zen W, W', W" etc.. so müssen die Coefficienten gleich hoher Potenzen 
von y in den beiden Polynomen 

EF(y) = Ny"-+ N'yr! + etc. 
Gy) = Ny—-W)Yy—-W')\y-W")... 
einander paarweise nach dem Modul P congruent sein; denn sonst hätte die 
Congruenz 
F(y)—@'y) =0 (mod. P). 
deren Grad jedenfalls niedriger als n ist, n incongruente Wurzeln; sie darf 
daher gar keinen Grad haben, d. h. alle Coefficienten derselben müssen durch 


P theilbar sein. 
Nun haben wir im vorigen Artikel gesehen, dafs die Congruenz 


y' el (mod. P) 
durch jede der p" — 1 incongruenten gegen P relativ primen Functionen F 
befriedigt wird; mithin ist ödentisch 


P—1 


—1=/I{y—F) (mod.P), 


wo /I(y—F') das Product aus allen Factoren (y—F') bezeichnet. Daraus 
folgt als Analogon zu dem Satze von Wilson in der Zahlentheorie das Theorem 
IIF)+1=0 (mod. P). 

wo II(F') das Product aus allen p®*—1 nach P incongruenten und durch P 
nicht theilbaren Functionen bedeutet. Und umgekehrt mufs P eine Primfunction 
sein, wenn dieser Satz gilt; denn hätte P einen von einer Einheit verschie- 
denen Divisor D von niedrigerm Grade als 7, so fände sich unter den p'—-1 
Functionen F' eine (im Art. 10 bestimmte) Anzahl solcher. welche mit P den 
Divisor D gemeinsam hätten; daraus würde aber folgen. dafs auch die Einheit 
diesen Divisor hätte, was unmöglich ist. 





Potenzreste. 
13. 
Sei M wieder ein beliebiger Modulus, 4 relativ prim gegen denselben. 
so sind auch alle Glieder der Reihe 1, 4, 4’... in inf. relativ prim gegen 
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M; es mufs daher geschehen, dafs 4”'" = A” (mod. M) und folglich 
A'==1 (mod. M) wird. Sei a der kleinste Werth von n, für welchen 
dies eintritt, so sagt man: A gehört zum Exponenten a; und es sind die a 
Funetionen 


| A 4? 4! 
“ ro “ + . . . 


incongruent nach dem Modul M, woraus folgt, dafs jede Zahl n, für welche 
A"=1 (mod. M) wird, durch @ theilbar ist. Zufolge des Art. 11 ist aber 
4°") 1 (mod. M), also ist « ein Divisor von (M). Doch kann dies 
leicht direct bewiesen werden, und daraus ergiebt sich dann ein neuer Be- 
weis des Satzes A?’ ==1 (mod. M). Man braucht zu dem Zweck sich nur 
der bekannten Exhaustionsmethode zu bedienen, durch welche man die y(M) 
y(M) 


gegen M relativ primen Functionen in - 





Gruppen, jede von a Gliedern 


zerfällt. deren allgemeine Form 
7 4 742 Y “nr 
F, IA, FA a ” [2 . FA‘ 


ist. wo F’ irgend eine gegen M relativ prime Function bedeutet; denn es ist 
leicht zu zeigen. dafs zwei solche Gruppen entweder ganz identisch, oder 
ganz verschieden in Bezug auf den Modulus M sind. 

Wir verlassen den allgemeinen Fall und nehmen nun an, dafs der Mo- 
dulus eine Primfunction P vom Grade z ist. Ist dann A irgend eine durch 
P nicht theilbare Function, welche in Bezug auf P zum Exponenten « gehört, 
so ist a ein Divisor von p”"—1: es fragt sich: gehören zu jedem Divisor « 
von »°—1 wirklich Functionen A? und wie viele? — 

Nehmen wir zuerst an, es gebe mindestens eine Function A, welche 
zu a gehört, so sind die « incongruenten Functionen 1, A, A’, ... 4 
sämmtliche Wurzeln der Congruenz y°=1 (mod. P); alle zum Exponenten «4 
gehörenden Funclionen müssen daher Gliedern dieser Gruppe congruent sein, 
und es ergiebt sich leicht, dafs eine Funetion A“ stets, aber auch nur dann 
zum Exponenten a gehört, wenn «’ relativ prim gegen « ist. Wenden wir 
daher die Charakteristik g in der Bedeutung an, wie sie in der Zahlentheorie 
gebräuchlich ist, so ist die Anzahl der zu einem Divisor « von p"—1 ge- 
hörenden Functionen entweder — 0, oder = ya. Da aber jede der »y" —1 
durch P nicht theilbaren Functionen zu einem, aber auch nur zu einem ein- 


" 


zigen der Divisoren a, «a, a 


von »”— 1 gehören mufs, und aufserdem 
bekanntlich a pa’ —- ga’ + etc. —=p"—1 ist, so ergiebt sich leicht, dafs zu 
jedem Divisor @ von p"—1 wirklich 9@ Functionen gehören. 
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Es giebt daher auch g(p” — 1) incongruente durch den Modul P nicht 
theilbare Functionen, welche zum Exponenten p"—1 gehören. Sei @ irgend 
eine derselben, so sind die »*—1 Functionen 

nr...” 
sämmtlich incongruent, und sie bilden daher das vollständige System der in- 
congruenten durch P nicht theilbaren Functionen, so dafs also jede durch P 
nicht theilbare Function einer von ihnen, aber auch nur einer einzigen con- 
gruent ist. Diese (p”— 1) Functionen @ heilsen primitive Wurzeln der 
Primfunction P. Nimmt man eine derselben @ als Basis an, und ist F eine 
beliebige durch P nicht theilbare Function, so kann man stets 


F = @G" (mod. P) 


selzen, wo a0 oder eine positive ganze Zahl < p"—1 ist. Diese Zahl n 
heifst dann der Index der Function F' bezüglich der Basis @, in Zeichen 


F = @""F (mod.P). 


Dann leuchten folgende Sätze ein, in welchen A, B Functionen be- 
deuten, welche durch P nicht theilbar sind, und in denen die Basis der 
Indices unverändert bleibt: Ind. (AB) = Ind. A+-Ind. B (mod. p’ — 1). 
Ind. (4”)= n Ind. A (mod. p* — 1); ferner folgt aus A= B (mod. P) noth- 
wendig Ind. A = Ind. B und umgekehrt. 

Ein anderer Satz welcher seiner Natur nach von der Wahl der Basis. 


unabhängig ist, lautet folgendermafsen: Gehört eine Function A zum Ex- 
pr—1 





ponenten a, so ist der gröfste gemeinschaftliche Divisor von p" — 1 


und Ind. 4; und umgekehrt. 





Binomische Congruenzen. 


1A. 

Soll die binomische Congruenz y” = A (mod. P). in welcher 4 
eine durch P nicht theilbare Function bedeutet, lösbar sein. so mufs 
nalnd.y==Ind. A (mod. p” — 1) sein; ist nun d‘ der gröfste gemeinschaft- 
liche Divisor von n und p*—1, so mufs auch Ind. A durch Ö theilbar sein. 
wenn diese Congruenz möglich sein soll, und dann hat sie in der That Ö 
nach dem Modul p"— 1 incongruente Wurzeln Ind.y, denen ebenso viele 
nach dem Modul P incongruente Wurzeln y der binomischen Congruenz ent- 
sprechen. 
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Die erforderliche und hinreichende Bedingung für die Möglichkeit dieser 
Congruenz, dafs nämlich Ind. A durch den gröfsten gemeinschaftlichen Divisor Öd 
von n und p"— 1 theilbar sein mufs, ist unabhängig von der Wahl der Basis 
und offenbar identisch mit der Bedingung, dafs A eine Wurzel der Congruenz 


I (mod. P) ist; und man hätte dieses Kriterium auch leicht ohne 
Hülfe der Theorie der Indices ableiten können. Zugleich leuchtet nun ein, 


p"—1 


dafs die vorgelegte binomische Congruenz für y incongruente Functio- 





nen A möglich ist. und nur für diese. 


Quadratische Reste. 
15. 

Wenden wir die letzten Resultate auf den Fall an, in welchem n—=2 
und » ungerade ist (der Fall p=2 ist leicht zu absolviren), so ergiebt sich. 
dafs die Congruenz 

y’ = 4 (mod.P) 
stets. aber auch nur dann möglich ist, wenn 4 eine der 4(p"—1) Wurzeln 
der Gongruenz 


3" —1) 


Y =1 (mod. P) 
ist. die wir quadratische Beste der Primfunction P nennen, während die 
übrigen 4(»”— 1) incongruenten durch P nicht theilbaren Functionen quadra- 
tische Nöchtreste von P heilsen; und jedes Mal, wenn A quadratischer Rest 


von P ist, hat die vorgelegte Congruenz zwei incongruente Wurzeln. Die 


ı(»"— 1, Nichtreste sind offenbar die Wurzeln der Congruenz 
ip" —l 
yit eh ei. 


Doch lassen sich alle diese Sätze auch unmittelbar aus den ersten 
Elementen ableiten, und zugleich ergeben sich dann neue Beweise für die 
beiden Sätze, welche denen von Fermat und Wilson in der Zahlentheorie 
analog sind. Ist A eine bestimmte der p"—1 durch P nicht theilbaren Functio- 
nen. so gehört zu jeder beliebigen F' derselben eine, aber auch nur eine F", 
so dafs FF’ == A (mod. P); wenn nun erstens A quadratischer Nichtrest 
von P ist (d. bh. wenn die Congruenz y’= 4 (mod. P) unmöglich), so sind 
F' und F” stets incongruent. und es zerfällt das System sämmtlicher p" —1 
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Funetionen #' in 4/»'— 1) Paare #\, F': woraus leicht folet. dafs 


IIF) = are (mod. P) 


ist. wo das Zeichen // dieselbe Bedeutung hat, wie im Art. 12. Ist aber 
zweriens A quadratischer Rest, d. h. ist die Congruenz y’== A (mod. P) 
möglich. so ist einleuchtend. dafs diese zwei Wurzeln von der Form W 
und — ## hat, und das Product dieser beiden Funclionen ist = — A (mod. P): 
die übrigen »" —3 Functionen F' zerfallen aber, wie im ersten Falle, in 
4(p'— 3) Paare incongruenter Functionen F\, F": woraus folgt, dals in diesem 
Falle 


IF) = — gr» (mod. P) 


ist. Da nun 1 quadratischer Rest von P ist, so folgt aus dem zweiten Fall 
zunächst der Satz 

IIFN--1 = 0 (mod. P). 
sodann. dafs 


are m -1 oder =—1 (mod. P) 


je nachdem A quadratischer Rest oder Nichtrest von P ist, und endlich, dafs 
in beiden Fällen 


i 


A =1 (mod.P) 

ist. Die Anzahl der quadratischen Reste bestimmt sich endlich folgendermalsen. 
Man kann die »"—1 Functionen Fin 4(p"—1) Paare von der Form F,, 
— F' zerlegen, woraus folgt, dafs es höchstens } (p"—1) incongruente Quadrate, 
also auch höchstens ebenso viel incongruente quadratische Reste giebt; da 
aber aufserdem je zwei verschiedenen Paaren, wie leicht zu beweisen ist, 
wirklich incongruente Quadrate entsprechen, so giebt es in der That 4(p'—1) 
quadratische Reste und ebenso viele Nichtreste. 


16. 
Das Zeichen (5) möge — 1 oder — 1 bedeuten, je nachdem (die 


durch die Primfunction P nicht theilbare Function) A quadratischer Rest oder 
Nichtrest von P ist. Dann leuchten folgende Sätze ein: 


1) Ist A=B (mod. P), so ist (5) — (5). 
2) (F)= (5)G) oder allgemeiner: das Product aus einer be- 


liebigen Anzahl von Functionen (die durch P nicht theilbar sind) ist quadra- 
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tischer Rest oder Nichtrest. je nachdem die Anzahl der Factoren. welche 
Nichtreste sind. oerade oder ungerade ist. 

Man kann auch noch ein anderes Kriterium aufstellen. um zu enl- 
scheiden. ob eine Fnnetion A quadratischer Rest oder Nichtrest von P ist. 
Theilt man nämlich sämmtliche »’—1 Funetionen F' in 4(p"—1) Paare von 
der Form F\, — F', und nimmt aus jedem Paare willkürlich eine Function, so 
erhält man eine Gruppe von 4/p»"—1) Funetionen F', deren Quadrate sämm!- 
ich ineongruent sind. und ebenso bilden die übrigen !(»”"—1) Functionen 
— F eine solche Gruppe. Nun bilde man die Producte aus jeder Function der 
einen Gruppe in die Funetion A und bezeichne mit ı die Anzahl derjenigen 
unter diesen Produeten. welehe Functionen der andern Gruppe congruent sind: 


so ist leieht zu zeigen. dafs 


(p” ı) u 3 
f (—1 (mod. P) 
AN 
oder ( 5) \ ist. Je nachdem also 1: gerade oder ungerade. ist 4 


qnadralischer Rest oder Nichtrest von #. 
17. 
Die Frage: „Von welchen Primfunctionen P ist eine gegebene Funclion 
4 quadratischer Rest?”, welche für die Theorie der quadratischen Formen 
(mit Funetionen einer Variablen x) von Wichtigkeit ist, wird vermöge des 
vorigen Artikels auf den Fall redueirt. in welchem A eine Primfunction A 
(vom Grade o) ist. Die analoge Frage in der Zahleniheorie wird bekanntlich 
durch den (zuerst von G@aufs bewiesenen) sogenannten Reeiproeitäts - Satz von 
lwegendre beantwortel. Diese Analogie, welche sich bisher in allen Prineipien 
und Beweisen bewährt hat, läfst keinen Zweifel an der Existenz eines ent- 
sprechenden Satzes in unserer Theorie übrig. Dieses Theorem lautet in der That 


(PN e)= u 
B/\P/ Wa\y h 
worin P, R primäre Primfunctionen resp. von den Graden rı, o bedeuten. 
und (—)=(—1 das Zeichen von Legendre ist. Der Fall. in welchem 
p ‘ 


P, R nicht primär sind, läfst sich unmittelbar auf diesen zurückführen. Denn 


4 eh. AN A 
bedeutet & irgend eine der »—1 Einheiten, so ist siels (m)=(5): wo A 


i ran a ! E u 
irgend eine durch / nicht theilbare Function ist; und anfserdem is! ()=(G) i 
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wo e eine Zahl I; (mod. p) und = das Zeichen von Jegendre ist. 
Beide Sätze sind leicht zu beweisen. 

Der Beweis unseres Theorems kann ganz analog dem fünften Gaufs- 
schen für den Satz von Legendre gelühri werden und stützt sich dann auf 
das am Schlusse des vorigen Artikels bewiesene Lemma. Man betrachlet die 
vollständigen Systeme ineongruenter Funelionen (mit Ausnahme derer, welche 

0 sind) in Bezug auf die drei Moduli /, &, Phi, und wählt dazu immer 
die incongruenten Functionen. deren Grade kleiner sind als der des enisprechen- 
den Modul. Jedes dieser drei Systeme Iheill man in zwei Gruppen von gleich 


viel (Gliedern ein. deren erstere sämmtliche Funetionen F’ enthält. deren höch- 


ster Coefficient einer der Zahlen 1. 2.... 4(p—1) congruent ist, während die 
andere Gruppe die übrigen Functionen — F’ enthält, deren höchster Coeffieien! 
einer der Zahlen —1. —2, ... —4(p—1) congruent ist. Die weitere Ein- 


(heilung der beiden Gruppen des dritten Systems. welches sich auf den Mo- 
dulus PR bezieht, in jedesmal acht Classen mit Bezug auf die Moduli P, R 
und die Schlufsfolgerungen daraus bis zu dem letzten Resultat hin, in welchem 
der Beweis des Theorems enthalten ist, sind denen der citirten Abhandlung 
von Gaufs so ähnlich. dafs die vollständige Durchführung Niemandem entgehen 
kann. Und hiermit wollen wir diesen Theil unserer Theorie verlassen, da 
seine weitere Entwicklung sich von selbst ergiebt. 





Bestimmung der Primfunctionen. 


18. 
Sei P eine Primfunction vom Grade zn, A eine beliebige Function: 
; a i p p' p’ er 
bildet man die unendliche Reihe 4, A, 4,4 .... so mufs es natürlich ge- 
m-+n m 
i : i ) R “ . p 
schehen. dafs ein Glied 4’ einem frühern Gliede 4° nach dem Modul P 


congruent ist (im Fall A der Null oder einer Einheit congruent ist, wird schon 


4" = 4 (mod. P)); da ferner allgemein ri = 4 (mod. P) ist, so kann 
m-4n m 


EEE 
man annehmen, dafs » << ist; erhebt man daher die Congruenz A —=A 


tm 


zur Potenz p’=", so ergiebt sich leicht A’ = 4 (mod. P). Sei nun e >0 
der niedrigste Werth von », für welchen dies eintritt, so wollen wir sagen: 
die Function 4 paf/st zur Zahl 0. Dann sind die og Functionen 


„ei 


5 ACUIEr Tee er SEE | 
3 * 
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i j p’ ı+-n p” u i p n | 

sämmtlich incongruent, denn aus A —= 4° würde wieder A == A folgen. 
p" i ' 

Daraus ergiebt sich dann leicht, dafs, wenn A == A ist, n notlhwendig durch 


o theilbar sein mufs. Also ist jedenfalls o ein Divisor von n. 

Es fragt sich nun: Passen zu jedem Divisor o von nz wirklich Functio- 
nen? und wieviele? — Zunächst leuchtet ein, dafs die Anzahl der (incon- 
gruenten) Functionen, welche zu go passen, ein Multiplum o.w(e) von o sein 
mufs (die Null vorläufig nicht ausgeschlossen). Denn wenn A zu o palst, so 
passen auch die o in dem Complex (U.) enthaltenen Functionen zu @; ebenso 


die o Funclionen 
? a | 
| y 07) S 
(B.) ä ZU Je 0 


wenn DB zu o palst; und endlich sind zwei solche Complexe (.) und (3.) 
entweder ganz identisch, oder ganz verschieden in Bezug auf den Modulus P. 
Ferner ist klar, dafs alle zu o passenden Functionen unter den Wurzeln 
der Congruenz 
y y (mod. P) 
zu suchen sind, und jede Wurzel dieser Congruenz pafst zu einem bestimmten 


Divisor von o. Endlich hat diese Congruenz in der That »° incongruente 


I 


, . . . » » . 
Wurzeln. was sich unmittelbar daraus ergiebt, dafs y' —y algebraisch durch 
yv — y theilbar ist. Und da unter diesen p® Wurzeln auch sämmtliche Functio- 


nen enthalten sind. die zu einem beliebigen Divisor d von g passen. so er- 
oiebt sich die Gleichung: 

=Z0.w(d) — PR, 
wo sich das Summenzeichen auf sämmtliche Divisoren d von o bezieht. Stellt 
man nun diese Gleichung für jeden Divisor og von 7 auf, so erhält man offen- 
bar ebensoviel Gleichungen, als unbekannte Zahlen w(d) zu bestimmen sind. 
Für den Fall, dals 7 eine Potenz a“ einer Primzahl «@ ist, ergiebt sich die 


Auflösung unmittelbar; denn dann ist, wenn «’ eine der Zahlen 1. 2,.3...« 
bedeutet. 
/ ei a a, a” 
1.y(1)+a.w/a)+--+a.v(a) =p 
A a1, al, io 
1.w 1) —a.w(a)— . - —+a va )=p 
u „4 a’ al ü d n ü 

folglich «“.w(a)—= p" —p“ die Anzahl der incongruenten Functionen. 


welche zu dem Divisor a” von m==.«a“ passen. 


Doch läfst sich auch die allgemeine Auflösung des Problems vermöge 
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des folgenden allgemeinen T'heorems leicht hinschreiben: Seien fm) und Em) 
zwei von der ganzen Zahl m in der Weise abhängige Funclionen. dafs die 
letztere gleich ist der Summe der Werthe der erstern für alle Divisoren von m: 
so läfst sich umgekehrt f(m) als algebraische Summe einer Reihe von Werthen 
der Funclion F'(m) darstellen. Seien “a, b. e... sämmtliche von einander 
verschiedenen Primzahlen, welche in m aufgehen, so ist 


f(m) == F'm) — ZF(7)- Zr - ) — IH F(_) - 


ab ale 


wo die Summenzeichen auf der rechten Seite sich der Reihe nach auf all: 
Combinationen zu 1, 2, 3 u. s. w. aus den Primzahlen «a, b, e ... beziehen. 
Und es ist leicht zu sehen, dafs dasselbe Theorem auch gilt, wenn die Funelio- 
nen f, F" sich auf irgend welche Elemente mn beziehen, denen jedesmal be- 
stimmte andere Elemente nach denselben Prineipien entsprechen, wie die Divi- 
soren einer ganzen Zahl dieser Zahl selbst entsprechen. 

So folgt aus diesem Satze unmittelbar die Bestimmung der in der Zahlen- 


theorie eebräuchlicehen Function 


‚m . m _ m 
gm) = m— 2—- 3 —— > - 
a ab abe 


= -a-Ha-Y- 


aus dem Satze Zy(d)=—= m, wo J alle Divisoren von »» zu durchlaufen ha! 





Ebenso ergiebt sich aus dem in Art. 10 bewiesenen Satze Ey (N) p" 
die Umkehrung 


y(M) vun p" — zp" + zp" (a+f) __ Ze, | 


- rt -JU- DU: 


denn in diesem Falle war FM) = p*. 
In unserm Falle haben wir f(m) = m.w(m) und F'(m) = p”. und es 


ergiebt sich also 


= zp° e4 - Ep" - Ep E 
als die Anzahl der nach dem Modul P incongruenten Functionen, welche zu 
dem Divisor m des Grades 7 von P passen; und hier bezeichnen wieder 
b, c .... sämmtliche von einander verschiedene Primzahlen, welche in 


aufgehen. 








iv 
” 
Ik 
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Die Unabhängigkeit dieses Ausdrucks von dem Multiplum der Zahl 
und der besondern Natur der Primfunction P läfst vermuthen, dafs derselbe 


eine allgemeinere Bedeutung hat, was sich auch bald herausstellen wird. 
T 


19. 

Salz: Die Function @” — x ist nach dem Modul » congruent dem 
Producie aus allen primären incongruenten Primfunctionen. deren Grade Divi- 
soren von 7 sind. — 

Beweis: 1) Die vorgelegte Function kann keine einander congruenten 
Facloren enthalten, da ihre Derivirte einer Einheit congruent ist. 

2) Sie ist durch jede Primfunetion & theilbar, deren Grad o ein 


Divisor von ist. Denn es ist =" = x (mod. R). und wenn man beide 


Seiten immer wieder zur Potenz »* erhebt 
!o Ta 


p* p* p 


ser’ =e z=.z=r (mod. R). 
3) Sie kann keinen Primfactor von höherm Grade als zı enthalten. 
Denn bezeichnet f(&) eine beliebige Function, so ist, wie leicht zu zeigen. 
für jede posilive ganze Zahl A: 


fi } 
fie}. - == f(& ) (mod. p»). 


: 
a e . j ) 4 
Ist nun @ irgend ein Primfactor von x" —z, so ist also 
I ZT 


fie)" e f(&' )=f(r) (mod. 0): 


mithin sind alle in Bezug auf @ incongruenten Functionen f(&) Wurzeln der 


a 
Congruenz y ==y (mod. @), und folglich kann die Anzahl dieser in Bezug 
auf @ incongruenten Functionen nicht grösser als »p*, folglich der Grad von @ 
nicht gröfser als ı sein. 


4) Der Grad jedes Primfactors von x” —x ist ein Divisor von n. 


Denn es folgt aus 3), dafs die Function x in Bezug auf eine Primfunction @ 


v r » L) * ® p 
vom Grade « zur Zahl « selbst palst (so dafs die « Functionen 7, «, 
’ a—] Tr 
) pP . v A Mm u ) \ 
TE in Bezug auf Q incongruent sind); ist daher <” == .x (mod. Q). 


so mufs « ein Divisor von 7 sein. 
4, 


- . x . pP . . 

>) Die Function x —.x enthält daher alle Primfunctionen. deren 
Grade Divisoren von zı sind, und nur solche, ferner jede nur ein Mal, und 
da ihr höchster Coeffieient = 1 (mod. p) ist, so ist sie dem Producte aus 


allen primären Primfunetionen congruent, deren Grade Divisoren von rı sind. 
Ww. Z. B. W. 
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20. 
Bezeichnet man daher die Anzahl der primären Primfunelionen von 
irgend einem Grade o mit (oe), so ist 
=Ze.vle) = PN, 
worin sich das Summenzeichen auf alle Divisoren o der Zahl = bezieht. Ver- 
gleicht man diese Formel mit der im Art. 18. wo die allgemeine Auflösung 
solcher Gleichungen gelehrt ist, so ergiebt sich, dafs die Function ı" hier wie 
dort für gleiche Argumente stets denselben Werth hat; und es ist nun auch 
nicht schwer, die Identität der Bedeutung derselben in beiden Untersuchungen 
nachzuweisen. 
Zunächst ziehen wir aus der im Art. 18 entwickelten Form für an. w(m 


den Schlufs. dafs es in der That Primfunctionen von jedem Grade m giebt: 


denn wäre die rechte Seite =0. so könnte man sie durch ihr letztes Glied 
p”’“ dividiren. woraus folgen würde, dafs die Zahl 1 als algebraische Summe 


einer Reihe von Potenzen einer Primzahl »(>> 1) darstellbar wäre. was un- 
möglich ist, da 1 nicht dureh » theilbar ist: und negativ kann m.) seiner 
Bedeutung nach nicht sein. 

Sei nın P eine Primfuncetion vom Grade 7, und A eine Funelion. 
welche in Bezug auf den Modulus P zu dem Divisor o von 7 pafst. Dann 
sind die Coefficienten sämmtlicher Potenzen von y in dem Producte 

1 


nz Pi; p*, Br 
(y—A)(y—-4I4)(y—A)...(y- 4 ) 


nach dem Modulus P Zahlen congruent. Denn jeder Coefficient ist ein: 


symmetrische Function der o Functionen A, A’, ... 4’ und bleibt daheı 
sich selbst congruent, wenn man = durch x" ersetzt. d. h. er ist eine Wurzel 
der Congruenz yP = y (mod. P). Mit andern Worten, diese Gruppe von & 
Funclionen, welche zu dem Divisor 9 passen. bildet das vollständige Wurzel- 
system einer Congruenz 


Riy =0 (mod. P) 


vom Grade o, deren Üoelfficienten von « unabhängig sind. Umgekehrt läfst 


sich aber auch leicht zeigen, dafs, wenn eine Congruenz, deren Coelfficienten 
von x unabhängig sind, eine Wurzel A besitzt, welche zu dem Divisor o von 


o—1 


» . . er . . ) ° I» y 
rı pafst, sie auch die übrigen g—1 Functionen A’, 4",... A" zu Wurzeln 
haben mufs (ein Satz, der sich leicht verallgemeinern läfst). Daraus folgt. 
dafs A(y) nach dem Modul » nicht in Factoren niedrigern Grades zerleg! 
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werden kann, oder mit andern Worten, dafs R(x' eine Primiunction vom 
(Grade o ist. Die identische Congruenz 

pi 

v-—y = IIy-F) (mod. P) 
führt daher, wenn man die Facloren, welche eine Gruppe zusammengehöriger 


zu einer und derselben Zahl passender Funclionen F' bilden, jedesmal in einen 
T 


N ’ i . r “ . pP’ . “ . . 

Faclor zusammenzieht, zur Zerlegung der Function y — y in ihre irreduclibeln 
“acioren in Bezug auf den Modulus ». Auf diese Weise ist der Zusammen- 
hang der Betrachtungen des Art. 18 mit der Bestimmung der Anzahl der Prim- 


Iunetionen vollständig dargelegt. 


21. | 
Sei nun M eine beliebige Function vom Grade « und zwar 
M= EAB’C' ... (mod.p). 
worin & eine Einheit, A, B, C etc. incongruente primäre Primfunclionen resp. 
von den Graden «, 5, y etc. sind. Sei ferner ı irgend eine durch sämmtliche 
Zahlen «@, ?, y elc. theilbare Zahl und P eine Primfunction vom Grade n. 
Dann hat nach dem Vorhergehenden jede der Congruenzen 
A(y)=0 (mod. P). Biy)=0 (mod. P), etc. 
ebensoviel incongruente Wurzeln, als ihr Grad beträgt. und zwar ist der Grad 
die Zahl, zu welcher die Wurzeln passen. Daraus folgt, dafs man stets eine 
identische Gongruenz von der Form 
My)= E\NT(y— A)Y{ITy—B')Y... (mod. P) 


aufstellen kann. in welcher 
a—i 


Bey A) m (Y-— Ayy—A")...(y—A"' ) 


und „JS eine Function ist. welche zum Divisor @ von 7 palst. 


I 


22. 

Man kann endlich auch das Produet aller primären Primfunctionen eines 
bestimmten Grades m isolirt darstellen, mit Hülfe eines Satzes, welcher dem 
im Art. 15 ohne Beweis angeführten analog ist und durch einen logarithmischen 
Uebergang leicht aus diesem abgeleitet werden kann. Dazu führt folgender 
Gedankengang. Sind «, 5 zwei ganze positive Zahlen, und ist e<{d der 
bei der Division von « durch 5 bleibende (nicht negative) Rest, so ist 2° — 1 


der Rest. welcher bei der algebraischen Division von 2°—1 durch =°--1 





1. Dedekind, Theorie der höheren Congruenzen. 25 


bleibt; und dies bleibt auch noch richtig, wenn man für x eine beliebige 
posilive ganze Zahl » einsetzt. Ist daher A der grölste gemeinschaftliche 
Theiler von a, b, so ist algebraisch «"— 1 der gröfste gemeinschaftliche Theiler 
von 2° —1, 2° —1; und ebenso ist im gewöhnlichen Sinne p" —1 der sröfste 


gemeinschaftliche Theiler von p® — 1, p’—1. Daraus folgt durch abermalige 
| 


I) . . P > . 
Anwendung desselben Satzes, dafs algebraisch x — 1 der gröfste gemein- 
a b / 
- . rm . yp —] - -1 ) 
schaftliche Theiler von x Bere Por —1, und also auch & — x dei 


a I 


gröfste gemeinschaftliche Theiler von <&’ — x, x" — x ist. 

Sei nun m irgend eine positive ganze Zahl, welche durch keine andern 
Primzahlen als «, d, ce... theilbar ist, so folgt aus den vorhergehenden Prin- 
cipien, dafs 


ım m [14 


m ab ab: 


(a —r): II" y =) X II(«' — rt): I («' — T)X-- 
eine ganze Function ist; hierin bezieht sich das Product - Zeichen // der Reihe 
nach auf die verschiedenen Combinalionen zu 1. 2, 3 u. s. w.; und die mil 
einander abwechselnden Divisions- und Multiplicationszeichen beziehen sich 
jedesmal nur auf das zunächst folgende Product. 

Nehmen wir nun hierin p als Primzahl an, so ergiebt sich aus den 
vorhergehenden Artikeln, dafs die nach dem so eben bezeichneten Gesetze 
gebildete ganze Function in Bezug auf den Modul p congruent ist dem Pro- 
ducte aus allen incongruenten primären Primfunetionen vom Grade m. Der 
Grad dieser Function ist, übereinstimmend mit Art. 18, gleich 


m m m 


— 


p" — Zp° - 20. 2 1... 

Die gemeinschaftliche Quelle des im Art. 18 angeführten und des ana- 
logen so eben benutzten Satzes ist folgende. Sei zn irgend eine ganze Zahl: 
ferner a, db, c, ... k sämmtliche von einander verschiedene in zn aufgehende 
Primzahlen; man bilde zwei getrennte Complexe D, D’ von Divisoren der 


Zahl »n nach folgendem Princip. In den Complex D nehme man zunächst 


[3 [} . * . m 
alle Divisoren der Zahl m auf; in den Complex D’ alle Divisoren von . 


.. m . . .. 

alle Divisoren von — u. S. w.; dann wieder in den Complex D alle Divisoren 
m m m . . 

von ——, Von =, VON 7 U. S. W.; dann wieder in den Complex D’ alle 


de m . . FR BEER. RO 
Divisoren von ES u. s. w., bis man endlich auch alle Divisoren von u 


entweder in den Complex D oder in den Complex D’ aufgenommen hat, je 
Journal für Mathematik Bd. LIV. Heft 1. 4 
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nachdem die Anzahl der Primzahlen «, db, e,... Kk eine gerade oder ungerade 
ist. Dann ist leicht zu zeigen, dafs jeder Divisor der Zahl m eben so oft in 
dem einen wie in dem andern Complex vorkommt, mit Ausnahme des Divisors m 
selbst, der lediglich und nur ein einziges Mal in dem Complex D vorkommt. 
Es bedarf nur eines Blickes, um hieraus die Umkehrungen der Gleichungen 


Ifid) = F(m) oder TIf(d) = Fm) 
abzuleiten, in welchen das Summen- oder Product-Zeichen > oder /J sich 
auf sämmtliche Divisoren Ö einer beliebigen Zahl m bezieht; diese Auflösun- 
sen sind in den Formeln 


un g m t m 
f(m) = F(m)— 2 F(— )+ >> F( -) — elc. 
oder 


fm; — F' m) :ITIE (=) x IF): 


ab 


enthalten. 


Göltingen. im October 1856. 
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2 
Beweis für die Irreduetibilität der Kreistheilunes- 
% . 9 
Gleichungen. 
(Von Herrn Dedekind in Göltingen.) 








7 Y . . an 1 j rl 1 
Nachdem Gaufs zuerst die Irreduetibilität der Gleichung —— == U 


für den Fall bewiesen halte, dafs p eine Primzahl ist, lag es nahe, einen ähn- 
lichen Satz zu vermulhen, welcher sich auf die Theilung des Kreisumfangs in 
eine beliebige Anzahl m gleicher Theile bezieht. Dieser Satz wird so lauten: 

„Die Gleichung vom Grade y(m), welche sämmtliche y(ım) primi- 
we Wurzeln der Gleichung &” =1 zu Wurzeln hat, ist irreductibel. 

Dem Beweise von Gaufs folgte zunächst eine Reihe anderer von 
Kronecker, Schönemann, Eisenstein, die auf wesentlich verschiedenen Prin- 
cipien beruhen, sich aber sämmtlich auf denselben einfachsten Fall beziehen. 
in welchem n eine Primzahl ist. Doch sieht man leicht, dafs diese Prineipien 
auch noch auf den Fall anwendbar sind, in welchem » nur durch eine einzige 
Primzahl theilbar, also eine Potenz dieser Primzahl ist, und namentlich wurden 
die Beweise von Aronecker und Kisensten in diesem Sinne von NSerret 
verallgemeinert. Allein diese Prineipien reichen nicht mehr aus, sobald die 
Zahl »n» durch mehrere Primzahlen theilbar ist, weil dann die in Rede stehende 
Gleichung in verschiedener Hinsicht einen wesentlich andern Charakier an- 
nimmt. Auf diesen Punct hat zuerst Aronecker in einer Abhandlung auf- 
merksam gemacht, welche zugleich den ersten Beweis des obigen und zwar 
noch verallgemeinerten Theorems enthält. Obgleich nun dieser Salz für die 
algebraische Auflösung der Gleichung &” =1 nicht gerade erforderlich ist, da 
diese bekanntlich immer auf den Fall zurückgeführt werden kann, in welchem 
m die Potenz einer einzigen Primzahl ist, so verdient doch vielleicht ein neuer 
Beweis desselben. der sich durch seine Einfachheit auszeichnet, die Aufmerk- 
samkeit derjenigen Mathematiker. welche sich mit diesem Theile der Algebra 
beschäftigen. 

1. 
Der neue Beweis slülzt sich auf elementare Sätze über die Congruen- 


zen höherer Grade. und ich werde mich in dieser Beziehung auf den vor- 
4* 








28 2. Dedekind, Irreduetibilität der Kreistheilungs- Gleichungen. 


stehenden Aufsatz über die Theorie derselben berufen ; aufserdem benutze ich 
noch den folgenden zuerst von Schönemann bewiesenen Satz: Ist 


f(2) = (r—o)(e —P)... (2 —A) 


eine ganze ralionale Function mit reellen ganzzahligen Coefficienten,. p eine 
absolute Primzahl, und 
(©) = (ze —- ed) — PP) ..: (2 —); 
so sind die Coeflieienten dieser letztern Function ebenfalls ganze reelle Zahlen 
und zwar den entsprechenden Coefficienten von f(x) congruent nach dem 
Modulus », in Zeichen 
fi(z&) = f(x) (mod.p). 

Für den directen Beweis dieses Salzes, welcher eigentlich nur eine sehr 
specielle algebraische Anwendung der genannten Theorie der höhern Con- 
oruenzen ist, mag hier folgende Bemerkung genügen. Sieht man «o, ß, ... 4 
als ganz unbestimmte Gröfsen an, und bezeichnet mit A und A, irgend zwei 
einander entsprechende Coeflicienten der beiden Funclionen f(x) und f(x). 
so leuchtet ein, dafs man A’—= A,-+pA, selzen kann, worin A, und 4, 
ganze, ganzzahlige und zugleich symmetrische Functionen von «, , ... A und 
folglich auch (nach dem Fundamentalsatze über die Transformation Symmelri- 
scher Funclionen) ganze und ganzzahlige Funclionen der Coefficienten A von 
f(x) sind. Sind daher diese Coellicienten ganze reelle Zahlen, so erhält man 
4’ == 4, (mod. p), und nach dem HFermat’schen Satze also auch A=A, 
(mod. p), was zu beweisen war, 





2. 

Es sei nun « irgend eine primitive Wurzel der Gleichung x” = 
und f(x) der durch © — « theilbare irreductibele Factor 2”—1, dessen ratio- 
nale Coefficienten sämmtlich ganze Zahlen sein müssen, wenn der der höchsten 
Potenz von x gleich Eins angenommen wird (Disqu. Arithm. Art. 42). Der 
zu beweisende Satz ist dann identisch mit dem folgenden: ‚Die Gleichung 
f(x) —=0 hat zu Wurzeln sämmtliche p(m) primitive m’ Wurzeln der 
Einheit, und keine andern.’ Der Beweis des letztern Theils dieses Satzes 
hat keine Schwierigkeit, soll aber doch der Vollständigkeit halber hier nicht 
übergangen werden. Ist « irgend eine Wurzel der Gleichung f(x)=0 — 


und in dieser Form sind ja alle ihre Wurzeln enthalten — so folgt in be- 
kannter Weise aus der Irreduclibilität von f(x), dafs jedes Glied der Reihe 
a", a”, @” ... eine Wurzel der Gleichung ist, und dafs in dieser Reihe früher 
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wi‘ 


. . . . n “ 1} 
oder später einmal ein Glied «&" kommen mulfs, welches — « ist; daraus folgt 


aber r" = 1 (mod. m), und es ist daher r relative Primzahl gesen m, und 
folglich @" ebenfalls eine primitive m“ Wurzel der Einheit. 


Ungleich schwieriger ist der Nachweis des ersten Theils, dafs nämlich 
umgekehrt jede primitive »'“ Wurzel der Einheit (d. h. jedes «’, wenn r re- 
lative Primzahl gegen m ist) der Gleichung f(x)=0 genügt; doch kann man 
das Problem sogleich auf den einfachsten Fall reduciren, in welchem r eine 
absolute Primzahl ist, die natürlich nicht in »» aufgehen darf. Ist nämlich be- 
wiesen, dafs «@’, «@' der Gleichung f(z)=0 genügen, so muls auch «@"* ihr 
genügen; denn da der Annahme nach « der rationalen Gleichung f(x’) — 0 
genügt, so mufs ihr auch jede andere Wurzel «’ der irreductibeln Gleichung 
f(x) = 0 genügen. Offenbar braucht also nur noch gezeigt zu werden, dafs 
jedes «” der Gleichung f(x) = 0 genügt, wenn p eine absolute Primzahl ist, 
welche nicht in m aufgeht. 


>. 
Um dies zu beweisen, bemerken wir, dafs die Wurzeln der irreductibeln 


ten 


Gleichung f(x) = 0, welcher «” genügt, mit den p"" Potenzen der Wurzeln 
der Gleichung f(x) = 0 übereinstimmen müssen; denn da «” ebensowohl eine 
rationale Function von «, wie umgekehrt « von e? ist (nämlich = (« ), wenn 
pp =1 (mod. m)), so müssen die Grade der beiden Functionen f(.r) und 
f(x) einander gleich sein. Setzt man daher 

(2) = (2t—e)(2e —P)... (e—N1), 
so ist 

fı(2) = (ae —-ua)(2e— PP)... (@ —/JP) 
und folglich nach dem oben bewiesenen Satze von Schönemann 


fi(2) = f(x) (mod.p). 
Und aus dieser Congruenz zwischen den beiden Functionen f(x) und fi (x) 
folgt auch ihre Identität. Denn nehmen wir an, die beiden irreductibeln 
Functionen f(x) und f,(x) sind nicht identisch, so können sie auch keinen ge- 
meinschaftlichen Factor haben, und folglich ist €” —1 durch ihr Prodnet 
theilbar, da =” —1 sowohl durch f(x) als auch durch f,(x) theilbar ist. Es 
wäre daher 2”—1 einem Producte von Factoren gleich, unter denen minde- 
stens zwei einander nach dem Modulus p congruent wären. Dann mülste 
(zufolge Art. 6 des vorstehenden Aufsatzes über die höhern Congruenzen) die 
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Funelion „”—1 mit ihrer ersten Derivirten mx””' nach dem Modulus p ge- 
meinschaftliche Divisoren haben; da aber »n nicht durch p theilbar, und folglich 
— auch nicht = 0 (mod. p) ist, so hat mie” nach dem Modulus p nur 
solche primäre Primfactoren, welche = x sind; und offenbar hat «”—1 keinen 
solchen Primfaetor nach dem Modulus p, da sonst für r==0 auch 2” —1==0 


me” 


werden mülste, was ja nicht der Fall ist. 

Mithin sind die beiden Funclionen f(x) und /,(x) idenlisch; jedes o' 
und folglich auch jedes « genügt also einer und derselben irreductibeln Glei- 
chung f(z)==0. wenn r relative Primzahl gegen m is. W. Z. B. W. 


(röttingen, im October 1856. 
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3. 
Über die Erzeugnisse krummer projektivischer 
Gebilde. 


(Von Herrn H. Schröter in Breslau.) 


In den Monatsberichten der Berliner Akademie vom Januar 1856 *) 
hat Herr Professor Steiner eine besondere Kurve dritter Klasse und vierten 
Grades beschrieben, welche beim geradlinigen Dreieck auftritt und viele in- 
teressanle Eigenschaften hat. In der angeführten Abhandlung erscheint diese 
Kurve als die Enveloppe aller derjenigen Geraden (Fufspunktenlinien), welche 
man erhält, wenn man aus den Peripheriepunkten des einem Dreiecke umbe- 
schriebenen Kreises jedesmal die drei Perpendikel auf die Seiten desselben 
fällt, deren Fufspunkte in einer solchen Geraden liegen. Dieselbe Kurve läfst 
sich aber auch auf eine andere Art definiren, wobei sie als specieller Fall des 
Erzeugnisses zweier projektivischer Gebilde (Punktreihen) erscheint, deren 
eines sich auf einer Geraden, das andere auf einem Kegelschnitte befindet, und 
zwar ist die Gerade die unendlich entfernte Gerade &, und der Kegelschnitt 
ein Kreis (a. a. 0. :=° genannt), endlich die Gebilde selbst in diesem speciellen 
Falle projektivisch gleich, aber ungleichliegend (Steiner: Abhängigkeit geom. 
Gest. pag. 64). 

Die Definition ist nämlich folgende: 

Durch einen Punkt @ eines Kreises geht ein fester Strahl a«, und ein 
beweglicher Strahl «x, welcher in x den Kreis zum andern Male trifft; trägt 
man den Winkel zaa, an den Schenkel a,a entgegengesetzt an, so dafs der 
andere Schenkel ar, dieselbe Neigung zu aa, hat, wie ax zu aa, und zieht 
dann durch den Punkt x eine Parallele zu ax,, so wird dieselbe eine Kurve 
dritter Klasse einhüllen, während der Punkt x den Kreis durchläuft. 

Diese Kurve ist mit der von Herrn Professor Steiner untersuchten 
identisch. Denkt man sich x, als denjenigen Punkt der unendlich entfernten 
Geraden &,, welcher durch die Richtung ar, bestimmt wird, so hat man zwei 
projektivische Gebilde, eine krumme Punktreihe x auf dem Kreise und eine 





*) Abgedruckt in diesem Journal Bd. LI, pag. 231. 
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Punktreihe x, auf &,; die Verbindungslinien (Projektionsstrahlen) je zweier 
entsprechender Punkte hüllen die genannte Kurve dritter Klasse ein und die 
beiden Gebilde selbst sind projektivisch, denn verbindet man einerseits einen 
beliebigen festen Punkt 3 des Kreises mit dem veränderlichen Punkte & und 
anderseils einen beliebigen festen Punkt P der Ebene mit dem jedesmal ent- 
sprechenden ,, so erhält man zwei gewöhnliche Strahlbüschel Bx und Px,, 
weiche zufolge der Konstruktion projektivisch gleich aber ungleichliegend sind; 
mithin sind es auch die Gebilde & und x, selbst, deren projeklivische Bezie- 
hung auf jene zurückgeführt wird. Aus dieser Definition der besonderen Kurve 
dritter Klasse folgen ohne Schwierigkeit die Haupteigenschaften derselben, was 
hier nicht näher ausgeführt werden soll. 

Das Verdienst auf die Projektivität der Kegelschnilte als krummer Ge- 
bilde aufmerksam gemacht zu haben, gebührt Göpel; (Bd. XXXVI pag. 317 
dieses Journals) indefs hat derselbe nur einen speciellen Fall näher untersucht: 
zwei projeklivische Punktreihen auf demselben Kegelschnitt, als deren Er- 
zeugnils ein den gegebenen doppelt berührender Kegelschnitt auftritt. In dem 
Folgenden soll zuvörderst das Erzeugnifs einer krummen Punktreihe auf einem 
beliebigen Kegelschnilt mit einer projektivischen Punktreihe auf einer beliebigen 
Geraden aufgesucht werden, dessen specieller Fall die Steönersche Kurve ist, 
dann aber allgemein das Erzeugnifs zweier projektivischer krummer Punkt- 
reihen auf zwei beliebigen Kegelschnitten, wovon die @öpelsche Untersuchung 
ein specieller Fall ist. Die polare Nebenbetrachtung, bei welcher an Stelle 
einer krummen Punktreihe ein krummes Tangentenbüschel tritt, führt zu ganz 
analogen Resultaten, die sich auch aus den ersteren vermiltelst bekannter Prin- 
zipien ableiten lassen. 

1. 

Es ist ein Kegelschnitt A und darauf eine Reihe von Punkten abe... 
gegeben, als deren allgemeiner Repräsentant ein Punkt x, der den ganzen 
Kegelschnilt durchläuft, gesetzt werden mag, aufserdem eine Gerade © mit 
einer Punktreihe a,d,c,...2,... und die beiden Gebilde sind so auf einander 
projektivisch bezogen, dafs ein Strahlbüschel B, welches seinen Mittelpunkt 3 
irgendwo im Kegelschnitte A hat, mit der Punktreihe =, projektivisch ist, d.h. 
wenn man einen beliebigen festen Punkt P mit x, verbände, der Schnittpunkt 
von Bx und Pr, einen gewissen Kegelschnitt $ beschriebe. Bekanntlich ist 
durch drei Paar willkührlich gewählte entsprechende Punkte die ganze pro- 
jektivische Beziehung eindeulig festgestellt. so dafs leicht zu jedem beliebigen 
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vierten Punkte x der entsprechende x, und umgekehrt konstruirt werden 
kann, wozu man sich am einfachsten des Hülfskegelschnitts 8 bedient, den man 
als gegeben ansehen kann. Die Wahl des Punktes B auf dem Kegelschnitte A 
ist dabei ganz willkührlich, weil wenn wir D beliebig auf dem Kegelschnilte 
Ak verändern, wegen der Fundamentaleigenschaft des Keeelschnilts alle diese 
Strahlbüschel unter einander projektivisch sind. 

Die Verbindungslinie je zweier entsprechender Punkte & und «, wird 
eine gewisse Kurve einhüllen, welche das Erzeugnils der beiden projektivischen 
(rebilde heifst und es ist leicht zu sehen, dafs dieselbe von der dritten Klasse 
ist. In der That nehmen wir einen beliebigen Punkt 3 im Kegelschnitte A, 
so ist D(a,b,c...x...) ein Strahlbüschel und verbinden wir einen beliebigen 
Punkt Pin der Ebene mit der Punktreihe @,,d,,C,.. 2... so ist P(a.b,.€,..%1«..) 
ein zweites Strahlbüschel; die beiden Strahlbüschel sind aber der Definition 
zufolge projeclivisch, erzeugen ‘also einen Kegelschnitt 8, den Ort des Schnitt- 
punktes von Bx und Px,; dieser geht durch 3 und P hindurch, trifft also 
den Kegelschnitt A im Allgemeinen nur noch in drei Punkten %, ®, «= aufseı 
B und die drei Geraden Pu, Pv, Pw werden die drei von Pan die gesuchte 
Kurve zu legenden Tangenten sein, denn es ist klar, dafs jede derselben durch 
zwei entsprechende Punkte beider Gebilde geht; da sich also von einem be- 
liebigen Punkte P an die Kurve im Allgemeinen nur drei Tangenten legen 
lassen, so ist die Kurve dritter Klasse und es folgt zugleich dafs von den 
drei Tangenten, welche sich aus einem Punkte an die Kurve legen lassen. 
nothwendig immer eine reell sein mufs, während die beiden andern auch 
imaginär sein können. Der Kegelschnitt & trifft ferner die Gerade © im All- 
gemeinen in zwei Punkten p und rn; die Geraden Bp und Bar sind aus dem- 
selben Grunde zwei von den Tangenten, welche sich aus B an die Kurve 
dritter Klasse legen lassen: die dritte erhalten wir, wenn wir den Punkt 3, 
in der Geraden & aufsuchen, welcher vermöge der projeklivischen Beziehung 
dem Punkte B als im Kegelschnitt gelegen, entsprechend ist; BB, ist dann 
die dritte Tangente an die Kurve. In dem besonderen Falle der Sternerschen 
Kurve wird der Kegelschnitt 8 jedesmal eine gleichseitige Hyperbel sein, weil 
er das Erzeugnifs zweier gleicher und ungleichliegender Strahlbüschel ist. 

Insbesondere können wir mit dem Punkte P in den Kegelschnitt A 
hineinrücken, dann fällt einer der drei Punkte , v, w mit P zusammen, d.h. 
wenn P auf dem Kegelschnitte K selbst liegt, so sind zwei von den aus P 
an die Kurve zu legenden Tangenten diejenigen beiden Strahlen, welche von 
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P nach den beiden noch übrigen Schnittpunkten der Kegelschnitte A und 8 
hingehen, während die dritte die Tangente in P am Kegelschnitte & ist. 

Der Kegelschnitt A und die Gerade & schneiden sich im Aligemeinen 
in zwei Punkten e und f welche, als auf dem Kegelschnitte liegend betrachtet, 
zwei bestimmte Punkte e, und f, auf der Geraden & projektivisch entsprechend 
haben; weil nun ee, und ff, zwei Tangenten der Kurve sind, so ist die 
Gerade & selbst eine Doppeltangente; dies ergiebt sich auch daraus. dafs 
wenn wir mit P insbesondere in die Gerade & hineinrücken, der Kegel- 
schnitt 8 in ein Linienpaar zerfällt, dessen einer Theil die Gerade & selbst 
ist. welche also weil sie den Kegelschnitt A in zwei Punkten e und f schneidet, 
eine Doppeltangente der Kurve sein mufs; die dritte aus diesem besonderen 
Punkte P an die Kurve zu legende Tangente ist die Verbindungslinie PP’, 
wenn P’ der auf dem Kegelschnitte A liegende dem P entsprechende Punkt 
ist und BP’ der andere Theil des Linienpaars, in welches der Kegelschnitt & 
zerlallen ist. Es ergiebt sich zugleich, dafs die Gerade © eine reelle oder 
imaginäre Doppeltangente der Kurve sein wird je nachdem die Schnittpunkte 
e und f von ÄK und © reell oder imaginär sind. In dem besonderen Falle 
der Sieinerschen Kurve ist die unendlich entfernte Gerade eine imaginäre 
Doppeltangente. 

Um auf einem beliebigen Projektionsstrahl zr, den Berührungspunkt 
mit der Kurve dritter Klasse zu finden, denken wir uns einen unendlich 
nahen Punkt x’ des Kegelschnitts und suchen den entsprechenden x, der 
Geraden &; der Schnittpunkt von xx, und z’x, wird der gesuchte Berührungs- 
punkt 7 sein; es ist aber xx’ die Tangente 7’ im Punkte x am Kegelschnitt A 
und zur Auffindung des Berührungspunktes 7 genügt es den Kegelschnitt A durch 
die Tangente 7 zu ersetzen (weil beide das allein in Betracht kommende 
Element des Kegelschnitts gemein haben); wir lassen daher die Gerade T 
von dem Strahlbüschel B (a, b, ec...) und die Gerade & von dem Strahlbüschel 
P(a,.b,,c,...) in je zwei projektivischen Punktreihen treffen, deren Erzeug- 
nifs ein Kegelschnilt sein wird, welcher den bestimmten Projektionsstrahl zz, 
in dem gesuchten Berührungspunkte z tangiren wird. Hieraus ergiebt sich leicht 


eine Konstruktion des Berührungspunktes, welche wegen der Willkührlichkeit 
des Mittelpunktes 3 auf verschiedene Arten modificirt werden kann. Lassen wir 
den Punkt 3 auf dem Kegelschnitte A ganz willkührlich, so können wir folgen- 
dermaafsen konstruiren: Die Tangente 7' im Punkte x am Kegelschnitte Ä treffe 
die Gerade © in s; trifft der Strahl Bs etwa in r den Kegelschnitt X zum 
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andern Male, so hat r einen bestimmten entsprechenden Punkt r, auf der Gera- 
den & und anderseits wird der Punkt s als auf der Geraden & liegend einen 
bestimmten entsprechenden Punkt s’ auf dem Kegelschnitt A haben: der Strahl 
Bs möge T in / treffen; ziehen wir dann er, und ,f, die sich in o schnei- 
den, endlich so welches den Projektionsstrahl =, in z treffe, so ist 7 der ge- 
suchte Berührungspunkt mit der Kurve dritter Klasse. 

Aus dem Vorigen ergiebt sich zugleich dafs. wenn der Projektlions- 
strabl zw, zufällig die Eigenschaft besäfse, dafs er in dem Punkte x den 
Kegelschnitt A berührte, alsdann der Punkt « zugleich der Berührungspunkt 
der Tangente zx, mit der Kurve dritter Klasse sein mülste, d. h. der Kegel- 
schnitt A mit der Kurve dritter Klasse in dem Punkte x dieselbe Tangente 
hätte. mithin beide sich berührten. Wir wollen sehen, wo und wie oft dieser 
besondere Fall eintritt. Denken wir uns den Pol // der Geraden & in Bezug 
auf den Kegelschnitt AK konstruirt, so wird jedesmal die Polare A, eines 
bestimmten Punktes x, der Geraden & durch den Punkt /7 laufen und ein 
Strahlbüschel beschreiben, welches bekanntlich mit der Punktreihe x, pro- 
jektivisch ist; das Strahlbüschel Bx ist mit der Punktreihe z, projektivisch, 
also auch mit dem Strahlbüschel A,; die beiden letzteren erzeugen also einen 
Kegelschnitt. welcher den Kegelschnitt A aufser in dem Punkte 3 nur noch 
in drei andern Punkten %,, &., 0, trifft; diese besitzen die Eigenschaft, dafs in 
ihnen die Kurve dritter Klasse den Kegelschnitt drei Mal berührt, denn 
die Tangente in jedem dieser Punkte am Kegelschnitt A läuft jedesmal durch 
den entsprechenden Punkt der Geraden G, weil die Polare dieses letzteren 
durch den entsprechenden Punkt des Kegelschnitts A geht. 

Aus der obigen allgemeinen Konstruktion des Berührungspunktes lassen 
sich auch leicht die beiden Berührungspunkte finden, in welchen die Doppel- 
tangente © die Kurve dritter Klasse tangirt. Wenn nämlich e und f die 
beiden Schnittpunkte von ÄK und © heifsen und dieselben als im Kegelschnitt A 
liegend betrachtet ihre entsprechenden e, und /, auf der Geraden (5 haben, 
so sind e, und fi die Berührungspunkte der Doppeltangente mit der Kurve. 
also mit den beiden Schnittpunkten e und f gleichzeitig reell oder imaginär. 

Gehen wir wie zu Anfang von einem beliebigen Punkte 3 des Kegel- 
schnitts und einem beliebigen Punkte P in der Ebene aus und ziehen Br 
und Px, wo x und x, ein Paar entsprechender Punkte beider Gebilde sind, 
so wird der Schnittpunkt von Bx und Pr, einen Kegelschnitt 8 beschreiben, 
welcher den K in noch drei Punkten va, v, w und die Gerade & in zwei 
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Punkten » und n trifft; Pu, Pv, Pw sind die drei von P aus an die Kurve 
dritter Klasse zu legenden Tangenten, Bp und Br zwei von den aus DB an die- 
selbe zu führenden Tangenten, während die dritte BD, ist, wenn 2, der dem 
B entsprechende Punkt auf der Geraden &. Wir können jetzt eine doppelte 
Veränderlichkeit in die Figur eintreten lassen, einmal indem wir D verändern 
und zweitens indem wir P verändern. Halten wir zuerst den Punkt P fest, 
so bleiben auch die drei aus ihm an die Kurve gelegten Tangenten unverändert, 
welche die Gerade © in @,, ©,, ©, und den Kegelschnitt A in drei zugehörigen 
Punkten a, vo, w treffen; die Punkte w, ®, ww bleiben also auch fest; dagegen 
wird sich der Kegelschnitt 8 verändern, wenn wir mit dem Punkte 3 den 
oanzen Kegelschnitt A durchlaufen und da er immer durch vier feste Punkte 
sehen muls. so erhalten wir ein Kegelschnittbüschel von vier Punkten (P,u,v,w) 
von denen auch zwei imaginär sein können. Das Kegelschnittbüschel schnei- 
det die Gerade ® in einem Punktsystem (»,77) (Involulionssystem) und den 
Kegelschnilt A in dem jedesmaligen vierten Punkte DB, so dafs Bp und Ba 
ein Tangentenpaar der Kurve dritter Klasse sind, welches auch imaginär sein 
kann, während die dritte Tangente DB, immer reell ist. Bekanntlich hat 
ein Punkisystem (p,:) im Allgemeinen zwei sogenannte Asymplotenpunkte, 
d. h. es kommt zweimal vor, dafs ein Paar konjugirter Punkte » und 7 zu- 
sammenfallen, oder was dasselbe ist, unter allen Kegelschnitten X des Büschels 
giebt es im Allgemeinen zwei, welche die Gerade & berühren (die aller- 
dings auch imaginär sein können); diese beiden Kegelschnitte mögen in den 
Punkten zn und n die Gerade 6 berühren und in den Punkten >», und », 
den A jedesmal im vierten Punkte schneiden; dann fallen auf die Gerade m,m 
zwei Tangenten der Kurve dritter Klasse zusammen und ebenso auf n,r, mit- 
hin sind »», und r, zwei Punkte der Kurve selbst. Die Kurve dritter Klasse 
schneidet also den Kegelschnilt ÄX aufser dafs sie ihn in drei Punkten %,, ©, w, 
berührt, wie wir oben gesehen haben, noch in zwei andern Punkten »n, und n,. 
In dem besonderen Falle der Steener’schen Kurve sind diese beiden übrigen 
Schnittpunkte imaginär, weil das Punktsystem ein Kreissystem ist und also 
keine reellen Asymptotenpunkte hat. 

Zweitens halten wir nun den Punkt B fest und verändern den Punkt P 
auf einer beliebigen festen geraden Linie Z; dann wird der Kegelschnitt 8 
sich verändern; es bleiben aber von ihm die drei Punkte 2, p, ı fest und wie 
leicht zu sehen noch ein vierter; denn es möge die Gerade Z in r, die © 
treffen und dem r, der bestimmte Punkt r auf dem Kegelschnilte A ent- 
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sprechend sein, endlich Br in o die Gerade Z schneiden, so mufs der Kegel- 
schnitt & nothwendig immer durch den Punkt go laufen, welche Lage auch P 
auf der Geraden Z habe, weil sich in og immer zwei entsprechende Strahlen 
Pr, und Br schneiden. Bei der Veränderung von P wird also der Kevel- 
schnitt $& wiederum ein Kegelschnittbüschel von vier festen Punkten (2, p, :, o) 
durchlaufen und zu jedem Punkte P der Geraden Z4 gehört ein bestimmter 
Kegelschnitt $ dieses Büschels, welcher in , vo, ww jedesmal den Kegelschnilt A 
trifft. so dafs Pu, Pv, Pw die drei aus P an die Kurve dritter Klasse zu 
führenden Tangenten sind. Wenn wir nun den Punkt P die Gerade 4 durch- 
laufen lassen, so fragt es sich, wie oft es vorkommen wird, dafs einmal von 
den drei Punkten w, v, w zwei zusammenfallen, d. h. dafs der Kegelschnilt & 
den K berührt; so oft dies nämlich der Fall ist, wird offenbar der zugehörige 
Punkt P jedesmal ein Punkt der Kurve selbst sein; diese Anzahl giebt also 
den Grad unserer Kurve dritter Klasse an. 

Die Frage, wie viel Kegelschnilte es giebt, welche durch vier gegebene 
Punkte gehen und einen beliebig gegebenen Kegelschnitt berühren, ist gele- 
gentlich von Herrn Steiner in einer Abhandlung: „Elementare Lösung einer 
geometrischen Aufgabe, etc.” (Bd. XXXVII, pag. 189 dieses Journals) beant- 
wortet; es giebt im Allgemeinen sechs solche Kegelschnitte, wenn aber deı 
zu berührende Kegelschnitt durch einen der vier gegebenen Punkte hindurch- 
geht, so fallen in den Kegelschnitt, welcher durch die drei andern Punkte geht 
und in diesem vierten den gegebenen Kegelschnitt berührt, zwei Lösungen der 
Aufgabe zusammen und es bleiben nur noch wzer andere Kegelschnitte übrig. 
welche der Aufgabe Genüge leisten *). Dies findet gerade in unserm Falle 
statt, folglich ist unsere Kurve dritter Klasse vom wierten Grade. 


*) Da Herr Steiner a. a. O. keine Andeulung giebt, wie man zu diesem Resultal 
gelangt, so sei es mir erlaubt in wenigen Worten eine Lösung dieser Aufgabe anzuge- 
ben, welche sich folgendermaafsen aussprechen läfst: 

Es ist ein Kegelschnittbüschel von vier Punkten gegeben und ein beliebiger an- 
derer Kegelschnitt A; wie viel Kegelschnitte des Büschels giebt es, welche gleichzeitig 
K berühren ? 

Bekanntlich laufen, wenn man von einem beliebigen Punkte P in Bezug auf sämmt- 
liche Kegelschnitte eines Büschels die Polaren nimmt, alle durch denselben Punkt p, den 
konjugirten Pol zu P; konstruirt man auch die Polare von P in Bezug auf den Kegel- 
schnitt A, so wird diese im Allgemeinen nicht durch p gehen; es giebt aber Punkte P 
von solcher Beschaffenheit, dafs ihre Polare in Bezug auf A durch den harmonischen 
Pol » in Bezug auf das Kegelschnittbüschel hindurchgeht und diese haben zum Ort eine 
gewisse Kurve dritten Grades (Tripelkurve), welche zugleich der geometrische Ort 
sämmtlicher gemeinschaftlicher Tripelpunkte des Kegelschnitts A mit sämmtlichen Kegel- 
schnitten des Büschels ist (Hesse: Ueber die Wendepunkte der Kurven dritter Ordnung, 
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Das Ergebnifs der vorstehenden Untersuchung ist also folgendes: 

Das Erzeugnifs zweier projektivischer Gebilde, einer krummen 
Punktreihe auf einem Kegelschnitt und einer geraden Punktreihe auf 
einer Geraden ist eine Kurve dritter Klasse und vierten Grades, welche 
die gegebene Gerade zur Doppeltangente hat und den gegebenen Kegel- 
schnitt dreimal berührt. 


BR. 

is sind zwei Kegelschnitte K und Ä, gegeben; die Punkte des einen 
a,b,€C...X... werden auf die Punkte des andern «,, b,, €,...X%;... dergestlalt be- 
zoven,. dafs wenn D ein willkührlicher Punkt in A und DB, ein ebenso will- 
kührlicher Punkt auf A, die beiden Strahlbüschel B(a, b, c,...x...) und 
B,(a,.d,.€,...%,...) projektivisch sind, d. h. einen Kegelschnill $ erzeugen, 
der durch die beiden Mittelpunkte B und 3, der Strahlbüschel hindurchgeht und 
die ganze projektivische Beziehung der beiden krummen Gebilde eindeutig fest- 
stellt; die Wahl der beiden Punkte 5 und 3, respektive auf A und A, ist 
dabei vollkommen willkührlich wegen der bekannten Fundamentaleigenschaft 
der Kegelschnitte und die projeklivische Beziehung der beiden krummen Punkt- 
gebilde wird durch drei Paar willkührlich als enisprechend gewählte Punkte 
vollkommen und eindeutig bestimmt sein. Der Verbindungssirahl «.r, je zweier 
entsprechender Punkte wird eine Kurve einhüllen, welche das Erzeugnils der 
beiden krummen Gebilde heifst und wir wollen zunächst bestimmen von der wie- 
vielsten Klasse dasselbe ist. Nehmen wir einen beliebigen Punkt P in der 





Bd. XAVIH, pag. 105 dieses Journals). Es ist leicht durch eine einfache synthetische Be- 
trachtung einzusehen, dafs der geometrische Ort solcher Punkte P eine Kurve dritten 
Grades ist: dies auszuführen möge aber hier unterbleiben. Die Tripelkurve schneidet nun 
im Allgemeinen den Kegelschnitt X in 6 Punkten und ein solcher Schnittpunkt $ besitzt 
die Eigenschaft, dafs seine Polare in Bezug auf K d.h. die Tangente an K in $ durch 
einen Punkt s läuft, in dem sich die sämmtlichen Polaren von $ in Bezug auf alle Kegel- 
schnitte des Büschels treffen; nehmen wir aber insbesondere denjenigen Kegelschnitt des 
Büschels, welcher durch den Punkt S selbst hindurchgeht, so mufs $s eine Tangente an 
ihm im Punkte S sein; folglich haben beide Kegelschnitie im Punkte $ dieselbe Tangente, 
berühren sich also. Es giebt daher im Allgemeinen 6 Kegelschnitte des Büschels, welche 
den Kegelschnitt A berühren und diese gehen durch die 6 Schnittpunkte der Tripelkurve 
mit dem Kegelschnitte A. Geht der Kegelschnitt A insbesondere durch einen der vier 
Mittelpunkte des Büschels, so wird dies offenbar ein Doppelpunkt der Kurve dritten Grades; 
diese kann also im Allgemeinen den Kegelschnitt X nur noch in vier andern Punkten 
treffen und es giebt daher nur noch vier Berührungskegelschnilte mit Hinweglassung der 
sich von selbst verstehenden Lösung nämlich desjenigen Kegelschnitts, welcher durch die 
vier Mittelpunkte des Büschels geht “und in dem vierten gleichzeitig dem K angehörigen 
Punkte, diesen Kegelschnitt A berührt. 
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Ebene und ziehen Pr, so trifft dieser Strahl den Kegelschnitt A noch in 
einem zweiten Punkte 5 und verbinden wir B mit x und S$, so sind nach be- 
kannten Sätzen Br und BE ein Paar konjugirter Strahlen eines Strahlsystems 
(Involutionsbüschel) welches erzeugt wird, wenn wir den von P ausgehenden 
Strahl eine ganze Umdrehung durchlaufen lassen; den Punkten & und 5 ent- 
sprechen nun zwei bestimmte Punkte z, und S, auf dem Kegelschnitte A, und 
der Verbindungsstrahl x,5, wird immer durch einen festen Punkt P, gehen. 
so dafs er ein Strahlbüschel beschreibt, welches mit dem Strahlbüschel P pro- 
jektivisch ist. Dies ist in der That leicht einzusehen, wenn wir uns zur Kon- 
struktion der entsprechenden Punkte x, und &, des Hülfskegelschnitts ® be- 
dienen. Die beiden konjugirten Strahlen Pr und BE, mögen resp. in y und 
n den Kegelschnitt & trelfen, dann mufs bekanntlich die Verbindungslinie yv,, 
weil jene ein Paar konjugirte Strahlen eines Strahlsystems sind, durch einen 
festen Punkt @ laufen; verbinden wir jetzt y und „7 mit B, und möge B,y 
und 3,7 den Kegelschnitt A, respeklive in x, und $, treffen, so werden, weil 
y»; durch einen festen Punkt @ läuft, auch B,y und B,n ein Paar konjugirter 
Strahlen eines Strahlsystems sein, also wird auch in dem Kegelschnitt A,., der 
mit & den Punkt 3, gemeinschaftlich hat, die Verbindungslinie x,s, durch 
einen festen Punkt P, laufen müssen; dals ferner die dadurch entstehenden 
beiden Strahlbüschel P und ?, projektivisch sind, ist leicht zu sehen, weil 
beide nach bekannten Sätzen mit dem Strahlbüschel Q projektivisch sind; wir 
erhalten also zwei projeklivische Strahlbüschel P und P,, die einen Kegel- 
chnitt & erzeugen, der durch die beiden Mittelpunkte P und P, selbst hin- 
durchgeht; die beiden Kegelschnilte F und Ä, treffen sich im Allgemeinen in 
vier Punkten s, @, v, w, die vier Strahlen Ps, Pu, Pv, Pw sind vier von P 
aus an die Kurve zu führende Tangenten; ebenso treffen sich die beiden 
Kegelschnitte Z& und A in vier Punkten s’, «, v’, w und die vier Strahlen 
Ps’, Pu, P,v, P,w' sind die vier von P, an die Kurve zu führenden Tan- 
genten, denn jeder dieser Strahlen besitzt die Eigenschaft durch zwei ent- 
sprechende Punkte der beiden krummen Gebilde zu gehen; nehmen wir nämlich 
irgend einen Punkt o des Kegelschnilits I und ziehen Po und P,o, so trifft 
der erstere Strahl den ÄX in zwei Punkten x und & und der letztere den Ä, 
in den beiden entsprechenden x, und S,; nehmen wir mithin für o einen der 
vier Schniltpunkte von & und ÄA,, etwa s, so wird Ps den Kin x und 5, 
P,s aber den KA, in s selbst und einem zweiten Punkte treffen und es mufs s 
der entsprechende zu x oder $ sein: da nun P, x, 5, s in einer Geraden liegen, 
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so geht der Strahl Ps durch zwei entsprechende Punkte der beiden krummen 
Gebilde, ist also Tangente an der gesuchten Ortskurve und da sich von einem 
beliebigen Punkte P im Allgemeinen und höchstens vier Tangenten legen lassen, 
wie wir eben gesehen haben, so ist die Kurve vierter Klasse. 

Zu jedem Punkte P in der Ebene gehört ein bestimmter Punkt P.. 
wie wir eben gesehen haben, und ein bestimmter Kegelschnitt I, welcher 
durch Pund P, geht, A, in s, v, v, w und Kin s’, w, v’, w' trifi. Rücken 
wir mit P insbesondere in den Kegelschnitt A hinein, so wird aus dem 
krummen Punktsystem (x, 5) (ich bediene mich dieses Ausdruckes, dessen 
Bedeutung nach der Analogie keiner Erklärung bedarf) nur eine einfache 
Punktreihe & und wir erhalten ein gewöhnliches Strahlbüschel Pr; dem 
Punkte P entspricht auf dem Kegelschnitt A, ein bestimmter Punkt P, und 
dem jedesmaligen x ein entsprechender x,; die beiden Strahlbüschel Pr 
und P,x, sind projektivisch und erzeugen also einen Kegelschnilt 8, welcher 
K,nur noch in drei Punkten , v, w und A nur noch in drei Punkten w, v’, w 
trifft: dann sind PP,, Pu, Pv, Pie die vier von P an die Kurve zu legen- 
den Tangenten und P,P, P,u', P,v', P,w' die vier von P, an dieselbe zu 
führenden Tangenten; eine ganz ähnliche Modifikation tritt in dem speciellen 
Falle ein. wenn P in den Kegelschnitt A, zu liegen kommt, wie dies leicht 
zu sehen ist. 

Wenn wir irgend einen Projektionsstrahl zz, haben, so ist es leicht, 
den Berührungspunkt mit der Kurve zu finden, wenn wir uns wie oben 
der Methode des Unendlich- Kleinen bedienen. Denken wir uns in x die 
Tangente T' an Ä und in x, die Tangente 7, an A, ferner Bx und B,z, 
gezogen, die sich in einem Punkte y des Kegelschnitts 8 treffen, dann kön- 
nen wir, um den Berührungspunkt auf dem Projektionsstrahle ex, zu finden 
an Stelle des Kegelschnitts A die Gerade 7’ und an Stelle des Kegelschnitts A, 
die Gerade 7", substituiren, denn jede dieser Geraden hat mit dem resp. Kegel- 
schnitt das Kurvenelement gemein, was allein in Betracht kommt. Die beiden 
projektivischen Strahlbüschel 3 (a, b,c...x...) und B, (a,b, €,...7,...) treffen 
also die Geraden 7’ und 7, in zwei projektivischen Punktreihen und die Ver- 
bindungslinien hüllen einen Kegelschnitt ein, welcher sowohl die Geraden 7 
und 7", berührt, als auch den Projektionsstrahl zx, und letzteren gerade in 
dem gesuchten Berührungspunkte mit der Kurve vierter Klasse. Hieraus leitet 


sich leicht eine Konstruktion des Berührungspunktes ab, die allein mittelst des 
Lineals ausführbar ist und noch durch besondere Annahme der Punkte B und B,. 
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welche auf den resp. Kegelschnitten Ä und X, willkührlich sind, simplifieirt 
werden kann. Demnach liefse sich der Berührungspunkt 7 etwa, wie folgt, 
konstruiren: Die beiden Tangenten T' und T', in den Punkten x und x, an 
K und K, mögen sich in S’ schneiden; man ziehe BS, dem ein Strahl B,r, 
in dem andern Strahlbüschel projektivisch entspricht, welcher in r, die Gerade T', 
treffe; ebenso ziehe man B,S, dem ein Strahl Br entspricht, welcher in r 
die Gerade T treffe. Zieht man alsdann xr, und z,r die sich in o treffen 
und So, welches in z den Projektionsstrahl =, trifft, so ist 7 der gesuchte 
Berührungspunkt. 

Ein besonders interessanter specieller Fall könnte nun hiebei eintreten, 
dafs nämlich der Projektionsstrahl z.r, gerade eine Tangente am Kegelschnitte A 
im Punkte z wäre; dann würde derselbe mit T' zusammenfallen und der Be- 
rührungspunkt = mülste nothwendig mit x coincidiren, d. h. die Kurve vierter 
Klasse und der Kegelschnitt A hätten in x eine und dieselbe Tangente, wür- 
den sich mithin in x selbst berühren; wir wollen sehen wo und wie oft dies 
eintritt. Wenn die Tangente in x am Kegelschnitte A durch x, gehen soll, 
so mufs die Polare von z, in Bezug auf A, welche wir A, nennen wollen, 
durch den Pol der Tangente in x d. h. durch x selbst gehen und umgekehrt, 
wenn A, durch & geht, dann wird die Tangente in z an ÄK durch &, gehen; 
wir nehmen also sämmtliche Polaren A, der krummen Punktreihe &, in Bezug 
auf den Kegelschnitt A; diese hüllen bekanntlich einen bestimmten Kegelschnitt 
(Polarkegelschnitt) ein und bilden ein krummes Tangentenbüschel, welches 
mit der krummen Punktreihe x, projektivisch ist; zu dem Punkte x, gehört 
jedesmal ein entsprechender Punkt x und das Strahlbüschel 3x ist mit der 
krummen Punktreihe x, also auch mit dem krummen Tangentenbüschel A, 
projektivisch.' Das Erzeugnifs der beiden projektivischen Gebilde, des Strahlen- 
büschels Br und des krummen Tangentenbüschels A, ist gerade das polare 
von dem in Nr.]I. betrachteten, also eine Kurve dritten Grades, welche den 
Punkt B zum Doppelpunkte hat; diese schneidet den Kegelschnitt A im All- 
gemeinen nur noch in vier andern Punkten s,, %,, ®,, ww, und jeder dieser 
Schnittpunkte besitzt offenbar die gewünschte Eigenschaft, dafs seine Tangente 
an K durch den entsprechenden Punkt auf K, geht. Die Kurve vierter Klasse 
berührt also den Kegelschnitt Ä viermal in diesen vier Punkten s,, %,, ©, %, 
und auf dieselbe Weise läfst sich zeigen, dafs sie auch den Kegelschnitt AK, 
viermal berührt, so dafs wir also das Resultat aussprechen können: Die Kurve 


vierter Klasse berührt jeden der beiden gegebenen Kegelschnitte viermal. 
Journal für Mathematik Bd. LIV. Heft. 6 
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Zu demselben Resultate können wir auch auf elwas andere Art gelangen; in- 
dem wir einmal in der Punktreihe x am Kegelschnitte K die jedesmalige 
Tangente X ziehen und zweitens den entsprechenden Strahl B,x,, wo B, 
ein beliebiger fester Punkt des Kegelschnitts A,, erhalten wir ein krummes 
Tangentenbüschel X und ein mit demselben projektivisches Strahlbüschel B,x;; 
diese erzeugen eine Kurve dritten Grades, welche den Punkt 2, zum Doppel- 
punkte hat, also den Kegelschnitt A, im Allgemeinen nur noch in vier Punkten 
trifft; die denselben entsprechenden auf dem Kegelschnitte Ä befindlichen sind 
die vier Berührungspunkte der Kurve vierter Klasse mit dem Kegelschnitte A 
und auf ganz analoge Weise erhalten wir die vier Berührungspunkte mit dem 
Kegelschnilte A,. 

Nehmen wir in dem Kegelschnitte A einen Punkt DB und ziehen Bi, 
in dem Kegelschnitt A, einen beliebigen Punkt 3, (um Verwechselung zu 
vermeiden, schreiben wir 9, statt D,, weil DB, den bestimmten dem B eni- 
sprechenden Punkt bezeichnet und B, beliebig sein soll) ziehen sodann 3, 7,, 
so sind die beiden Strahlbüschel 3x und B, x, nach der Definition projektivisch 
und erzeugen also einen Kegelschnitt 8, welcher A, nur noch in drei Punk- 
ten z, v, w und Ä in drei andern Punkten w', v’, w' treffen wird; dann sind 
Bu, Bv, Bw drei Tangenten der Kurve, die vierte ist BB,, wenn B, den 
auf ÄK, liegenden dem B entsprechenden Punkt bezeichnet; ebenso sind B,«', 
Br, Bw drei aus B, an die Kurve gezogene Tangenten und 3,B die 
vierte, wenn ®B den bestimmten dem 3, entsprechenden Punkt auf A be- 
zeichnet. Jetzt wollen wir den Punkt 8, festhalten und 3 den ganzen Kegel- 
schnitt A durchlaufen lassen; dann sind die vier von B, an die Kurve zu 
legenden Tangenten fest, also aufser der Tangente B,B auch die drei andern 
Zu, Bv’, B,w' welche in v;, v/, w, den Ä, treffen und «', v’, w’ sind die 
drei den Punkten /, v;, ww, resp. entsprechenden also auch feste Punkte; der 
Kegelschnitt X wird mithin obgleich er sich verändert immer durch vier feste 
Punkte 9,, w',v',ıw' laufen und den Ä in dem veränderlichen vierten Punkte 3, K, 
aber in den drei veränderlichen Punkten %, v, w treffen, so dafs Bu, Bv, Bw 
jedesmal drei Tangenten der Kurve sind. Während nun der Kegelschnitt & 
das ganze Kegelschnittbüschel von vier festen Punkten durchläuft, wird es 
sich im Allgemeinen nur viermal ereignen (S. die obige Anmerkung) dafs er 
zugleich den A, berührt (denn X, hat mit & den festen Punkt ®, gemein) 
und diese vier Berührungskegelschnilte treffen K in vier Punkten, welches 
Punkte der Kurve vierter Klasse sind. In der That für einen solchen Be- 
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rührungskegelschnitt fallen von den drei Schniltpunkten «, v, w, also auch von 
den drei Tangenten Bw, Br, Bw zwei zusammen; mithin mufs ein solcher 
besonderer Punkt 3 zugleich ein Punkt der Kurve sein, weil von den vier 
aus ihm an die Kurve zu legenden Tangenten zwei unendlich nahe zusammen- 
fallen. Unsere Behauptung ist also gerechtfertigt und es folgt daraus, dafs 
die Kurve vierter Klasse aufserdem dafs sie jeden der beiden Kegelschnitte 
viermal berührt, auch noch jeden derselben in vier Punkten schneidet. Hieraus 
folgt schon, dafs die Kurve vierter Klasse, weil sie nur 12 Punkte mit einem 
Kegelschnitte gemein hat, nämlich die vier doppelt zu zählenden Berührungs- 
punkte und die vier Schnittpunkte, vom sechsten Grade sein wird; wir wollen 
dies aber auch wie in Nr. I. direkt beweisen und zugleich den Grund dieser 
Beschränktheit der Kurve erkennen. 

Nehmen wir ein beliebiges Paar entsprechender Punkte x und x, auf 
den beiden Kegelschnitten und halten dasselbe für den Augenblick fest, indem 
wir x mit der krummen Punktreihe a, db, e... und z, mit a,, b,,. €,... Ver- 
binden, so erhalten wir zwei projektivische Strablbüschel x (a,b, ec...) und 
2, (4,0), €...) (die offenbar im Allgemeinen nicht perspektivisch sind); diese 
erzeugen also einen bestimmten Kegelschnitt S8 welcher durch x und x, geht. 
den X, in drei Punkten #, v, w und K in w, v', w' trifft, so dafs einerseits 
cX,, zu, zu, zw und anderseits 2,2, xz,u, x,v', x,w' jedesmal vier Tan- 
senten der Kurve sind. 

Jetzt verändern wir das beliebig angenommene Paar x und «, selbst. 
dann wird auch der Kegelschnitt 5 sich verändern und suchen insbesondere 
auf, wie oft es sich ereignet dafs der Kegelschnitt S in ein Linienpaar zer- 
fällt: dann müssen nämlich die beiden ihn erzeugenden Strahlbüsche! (x) und 
(z,) perspektivisch sein, also auf die Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte zwei 
entsprechende Strahlen zusammenfallen; wenn daher xx, den A zum andern 
Male in & und Ä, in 5, trifft, so müssen auch & und 5, ein Paar entsprechen- 
der Punkte sein; es wird also in diesem Falle z.r, eine Doppeltangenie der 
Kurve sein müssen; der andere Theil des Linienpaars bestimmt dann auf X, 
die Punkte » und w, so dafs zv und zw die beiden noch übrigen Tangenten 
aufser der Doppeltangente sind. So oft als der veränderliche Kegelschnitt 8 
in ein Linienpaar zerfällt, so viel Doppeltangenten hat also die Kurve und 
jede Doppeltangente ist der eine Theil eines solchen Linienpaars. Wir er- 
kennen nun leicht dafs der veränderliche Kegelschnitt S, welcher jedesmal 


durch zwei projektivische Strahlbüschel (x) und (x,) erzeugt wird, beständig 
6 * 
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durch drei feste aufserhalb liegende Punkte läuft; denn nehmen wir einmal 
zu Mittelpunkten zweier ihn erzeugender Strahlbüschel ein Paar x und x, 
und zweitens ein anderes Paar z und 2,, so wird der erste Kegelschnitt durch 
den Schnittpunkt von «2 und &,2,, der andere durch den Schnittpunkt von 
zz und 2,7, gehen, was derselbe Punkt ist, und aufser diesem haben die bei- 
den Kegelschnitte im Allgemeinen nur noch drei Punkte [, m, n gemein. Durch 
diese drei Punkte müssen auch alle übrigen Kegelschnitte S hindurchgehen; 
denn der Punkt I besitzt, weil er auf dem ersten Kegelschnilte liegt, die 
Eigenschaft, dafs wenn wir Lx ziehen, was den Ä zum andern Male in $ treffe, 
die Verbindungslinie der beiden entsprechenden Punkte X,, &, durch I geht; 
weil er aber auch auf dem zweiten Kegelschnitte liegt, so besitzt er gleich- 
zeiig die Eigenschaft, dafs wenn wir [2 ziehen, welches in £ den‘ Ä zum 
andern Male !reffen mag, die Verbindungslinie der beiden entsprechenden Punkte 
&,, Sı ebenfalls durch ( geht; hieraus folgt dafs, wenn wir durch [ irgend einen 
Strahl ziehen, welcher den Kegelschnitt A in p und x Ireffe, die Verbindungs- 
linie der beiden entsprechenden p, und 7, ebenfalls durch [ gehen mufs; denn 
wir haben oben gesehen, dafs wenn wir um irgend einen Punkt P in der 
Ebene einen Strahl Px5 drehen, welcher in z und 5 den Ä trifft, die Ver- 
bindungslinien der entsprechenden Punkte x,, $, alle durch einen Punkt P, 
laufen; dieser ist bereits durch zwei Strahlen vollständig bestimmt; durch I 
haben wir nun zwei Strahlen [.r$ und [25, die entsprechenden beiden Strahlen 
2,5, und 2,{, schneiden sich also in dem entsprechenden Punkte I,, der hier, 
wie wir sehen mit [ identisch ist; wenn ich also alle übrigen Strahlen durch 
[ ziehe, so müssen auch alle übrigen entsprechenden durch [ laufen; mithin 
müssen alle Kegelschnitte S durch [ gehen und ebenso natürlich durch m 
und n. Diese drei festen Punkte [, m, n, welche allein durch die gegebene 
projektivische Beziehung der beiden gegebenen Kegelschnitte bestimmt werden, 
besitzen also die besondere Eigenthümlichkeit, dafs in jeden derselben, als 
Punkt P der obigen anfänglichen Betrachtung aufgefafst, das zugehörige P, 


mit P zusammenfällt und es sind nur diese drei Punkte in der Ebene, welche 
die genannte Eigenschaft besitzen. Da der Kegelschnitt S’ durch die 5 Punkte 
2, %,, |, m, n jedesmal vollständig bestimmt ist und die drei Punkie [, m, n fest 
sind. so kann er nur dreimal in ein Linienpaar zerfallen, dessen einer Theil 
jedesmal eine Seite des Dreiecks [mn sein wird; mithin hat die Kurve nach 
dem Obigen drei Doppeltangenten und bezeichnen wir die drei Seiten des 
Dreiecks Imn mit 2, M, 9, so sind dieses die drei Doppeltangenten der Kurve, 
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wie leicht zu sehen ist; sei nämlich & die Verbindungslinie der Punkte m und 
n, so wird kraft der Eigenschaft des Punktes m jeder durch m gezogene Strahl. 
welcher in p und z den K treffe, einen zugehörigen Strahl p,7, (die Ver- 
bindungslinie der beiden entsprechenden Punkte von p und 7) haben, der 
ebenfalls durch m läuft und desgl. für n; ziehen wir nun insbesondere mn, 
welches in x" und 5’ den Kegelschnitt K treffe, so wird die Verbindungslinie 
der entsprechenden Punkte x], 5, weil der erstere Strahl durch m geht, auclı 
durch m gehen müssen und weil er durch n geht, auch durch n gehen müssen, 
also mufs er mn selbst sein; mithin fallen auf die Gerade 2 zwei Tangenten 
xx, und SS), sie ist also eine Doppeltangente; dasselbe gilt von M und N; 
zugleich geht aus der vorigen Betrachtung evident hervor, dafs von den drei 
Doppeltangenten nothwendig wenigstens eine und der Schnittpunkt der beiden 
andern reell sein mufs. Da die Kurve von der vierten Klasse ist und drei 
Doppeltangenten hat, so kann sie bekanntlich nur noch vom sechsten Grade 
sein; wir wollen dies aber auch schliefslich noch direkt beweisen. 

Wir haben oben gesehen, dafs wenn wir durch einen beliebigen Punkt P 
Strahlen gehen lassen, deren jeder in x und $ den Kegelschnitt A treffe, die 
Verbindungslinien der beiden entsprechenden Punkte &,, &, sämmtlich durch 
einen bestimmten Punkt P, laufen, so dafs in P und P, als Mittelpunkten 
zwei Strahlbüschel entstehen, von denen wir gesehen haben dafs sie pro- 
jektivisch sind und also einen Kegelschnitt & erzeugen, der einmal in s, v, v, w 
den Ä,, anderseits in s’, «, v’, w' den K trifft; dann sind Ps, Pu, Pv, Pw 
und P,s’, P,w, P,v', P,w' jedesmal vier von einem Punkte an die Kurve 
zu legende Tangenten. Es gehört also zu jedem beliebigen Punkte P ein 
bestimmter entsprechender Punkt P, und ein bestimmter Kegelschnitt 8. Ver- 
ändern wir jetzt den anfänglichen Punkt P auf einer beliebig gegebenen 
festen geraden Linie ©, so wird mit ihm sich auch der zugehörige Punkt P, 
und Kegelschnitt > verändern; es ist aber leicht zu sehen dafs P, eine be- 
stimmte Gerade &, durchläuft und der Kegelschnitt & ein Kegelschnittbüschel 
von vier festen Punkten. In der That, welche Lage auch der Punkt P auf 
der gegebenen Geraden & haben mag, immer wird es durch P einen Strahl 
geben, der allen Strahlbüscheln P gemeinschaftlich ist, nämlich die Gerade 
& selbst; treffe sie in x’ und &" den Kegelschnitt AK und seien x, 5, die 
diesen entsprechenden Punkte auf dem Kegelschnitte X,, so wird der Punkt P; 
immer auf dem Strahl z, 5;, den wir mit ©, bezeichnen wollen, liegen müssen, 
also P, wird die bestimmte Gerade ©, durchlaufen müssen; und zugleich ist 
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klar, weil & und &, ein Paar entsprechender Strahlen für alle Lagen von P 
und P, sind, dafs der Schnittpunkt r von & und ©, allen Kegelschnitien Z 
gemeinschaftlich sein mufs; die Kegelschnitte & laufen nun aufser durch den 
einen festen Punkt vr auch noch sämmtlich durch drei andere feste Punkte, 
nämlich die uns bereits bekannten Punkte I, m, n, weil jeder derselben die oben 
erwähnte Eigenschaft hat dafs in ihm zwei entsprechende Punkte P und P, 
zusammenfallen. Da nun der Kegelschnitt 5 durch vier feste Punkte I, m, n, r 
läuft und die Gerade & in dem veränderlichen Punkte P, den Kegelschnitt K, 
aber in den vier veränderlichen Punkten s, w, v, ww trifft, so dafs Ps, Pu, Pv, Pw 
immer die vier von P an die Kurve zu legenden Tangenten sind, so suchen 
wir uns diejenigen Kegelschnilte des Büschels (I,m,n,r) auf, welche den 
Kegelschnitt A, berühren; deren giebt es nach der obigen Anmerkung in 
No. I. im Allgemeinen sechs; mithin giebt es in der Geraden © sechsmal einen 
Punkt P von solcher Beschaffenheit, dafs von den vier aus ihm an die Kurve 
zu legenden Tangenten zwei unendlich nahe zusammenfallen, wo er denn 
selbst ein Punkt der Kurve sein mufs. Wir schliefsen also, dafs unsere Kurve 
vierter Klasse vom sechsten Grade ist und können das Ergebnifs der vorigen 
Untersuchung folgendermaafsen aussprechen: 

Das Erzeugnifs zweier projektivischer krummer Punktreihen auf 
zwei beliebigen Kegelschnitten ist eine Kurve vierter Klasse und sechsten 
Grades, welche drei Doppeltangenten hat und jeden der beiden Kegel- 
schnitte viermal berührt. 

Die polare Nebenbetrachtung führt zu dem analogen Resultat, dafs das 
Erzeugnifs zweier projektivischer krummer Tangentenbüschel *) an zwei 
beliebigen Kegelschnitten eine Kurve vierten Grades und sechster Klasse 
ist, welche drei Doppelpunkte hat und jeden der beiden Kegelschnitte 
vzermal berührt. In mehreren Abhandlungen (Comptes rendus, tome XXXVIl. 
pag. 272; Chasles: Sur les courbes du quatrieme et du troisieme ordre; 
suite pag. 372 et 437) hat Herr Chasles die Erzeugnisse zweier projektivischer 
Kegelschnittbüschel untersucht und gefunden, dafs dabei eine allgemeine Kurve 
vierter Ordnung (sowohl Grades wie Klasse) hervorgeht, deren Eigenschaften 
sich mit Leichtigkeit aus dieser rein synthetischen Definition ableiten lassen. 


*) Unter Tangentenbüschel verstehen wir die sämmtlichen Tangenten eines Kegel- 
schnitls, welche projektivisch bezogen werden können auf irgend ein anderes Gebilde 
vermittelst einer Punktreihe, in der sie von einer beliebigen aber festen Tangente des- 
selben Kegelschnitts getroffen werden. 
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Abgesehen von der etwas verschiedenen Ausdrucksweise ist dies im Wesent- 
lichen eine Verallgemeinerung der ursprünglich von Steiner erdachten Auf- 
fassungsweise der projektivischen Beziehung in der Art, dafs an Stelle des 
Projektionsstrahles ein Kegelschnitt tritt, also die Art und Weise der Bezie- 
hung eine krumme wird, während die auf einander bezogenen Gebilde wesent- 
lich gerade sind; in der vorstehenden Untersuchung ist umgekehrt die Be- 
ziehungsweise eine gerade und die auf einander bezogenen Gebilde krumme 
und die bei dieser Auffassungsweise hervorgehenden Erzeugnisse, sind, wie 
wir gesehen haben nicht allgemein, sondern beschränkter Nalur, weil es Kurven 
vierter Klasse (Grades) und nur sechsten Grades (Klasse) sind. 


Breslau im April 1857. 











4. 


Memoire sur la forme canonique des fonetions 
binaires. 
(Par M. A. Cayley.) 





. 

Li idee de la forme canonique d’une fonction binaire de degre impair 
et la theorie de la reduction d’une pareille fonction a la forme canonique sont 
dues a M. Sylvester *), qui a, en outre etendu sa theorie aux fonctions bi- 
naires des degres pairs 4 et 6. Mais il n’a etabli nulle part l’idee generale 
de la forme canonique d’une fonction binaire d’un degre pair quelconque. Je 
me propose de reprendre cette theorie en considerant d’abord les fonctions 
binaires de degr& impair et ensuite les fonctions binaires de degre pair. 

Soit donc proposee la fonction de degre impair 

(a, b, ... az, 2 Aut 
En designant par le symbole = une somme de m termes on voit qu’on 
pourra £crire 
EU RE aa, yrmı — FZA(r-+ay)’”. 

L’expression qui forme le second membre de cette &qualion est appelce la 
forme canonique de la fonction donnee, et il s’agit de trouver les valeurs des 
quantites A, @. 

En supposant que le produit des facteurs lineaires ze-+ay soit egal, a 
un facteur constant pres, ä 

Bi 

la question peut s’enoncer sous la forme suivante: trouver une fonction de 
degr& »n, telle qu’en representant par e+cy un facteur lineaire quelconque 


de cette fonction, la fonction donnee de degre 2m —1 se reduise ä la forme 
ZA(x--ey)’”, La foncliion de degre m contiendra un facteur constant 





*) Les recherches de M. Sylvester sont contenues dans le m@moire intitule „Sketch 
of a memoir on elimination, transformation and canonical forms” Camb. and Dublin Mathe- 
matical Journal t. VI, p. 186, dans un supplement publie conjointement avec ce memoire 
et intitule „Essay on canonical forms by J. J. Sylvester,” London, Bell, 1851, et dans 
le memoire inlitul& „On a remarkable discovery in the theory of canonical forms and 
of hyperdeterminants” Phil. Mag. Nov. 1851. 
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dont la valeur peut @lire prise a volonte. Mais a ce facteur pres la fonclion 
de degre m sera completement determinee. 


Pour fixer les idees je suppose que la fonclion donnee soit la fonction 
cubique 


(a, b, ec, d)(x, y) 
dans ce cas il s’agira de trouver une fonction quadralique 
(a, b, cz, yr 
telle qu’en posant (a,b, cz, y”=alr+ay)(2-+/y) on ait identiquemeni 
(a,b, c, dXa,y)’ = Ala+ay)’+B(@+ By). 


Cela se fait tres-facilement par les methodes ordinaires. En effet, on a 


A-B=a 
Aa-+-Bö = b 
Aw’--BP? = c 


Ad’-+-BP = d 
d’ou il suit 
asn -b(5-+n)+c = Alß—a)n—a)+B($—P)n—P) 
bin —e(5s4n)+d = Aa($—a)(n— a) +BP(E—P)n— P) 
5 et n etant des quanlites quelconques; donc, en prenant $<=eo, n=f, on 
obtient 
ac —b(a+P)—+ec 0 
bed — c(e+P)+d =L0. 


Mais l’equation (a, b, ce), y’=a(2-+oy)(2--fy) donne 
oß:a+ß:1 = c:%b:a. 


\ 


On a donc 
ac —2bb --ca 0 
be —2ch Ida 0 


systeme qui donne les rapports a:b:c. Mais pour compleier la solution 
de la maniere la plus elegante, il faut ajouter a ces equalions, l’equation 
(a,b, c)(®, y)’=0 mise sous la forme (c,b, a)(y; x)” — 0 ou de qui est la 
m&me chose 


| 


\ 


yc+2yıb-+-a’a = 0. 
En eliminant a, b, c on obtient une equation de laquelle on deduit 
Journal für Mathematik Bd. LIV. Heft 1. 7 
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(a,b,e)(,y)' ren Yı—y2, € 


“ 


a, u, 8 
b, u: 8 








Mais on peut trouver ce re6sultat d’une maniere encore plus facile. Considerant 
"equalion 
\3 


(a,d,c,d\Xz,y)” = Alz-+oy)’+B(x-+Py 


On n’a qua operer sur celle equalion en se servant du symbole 
(a, b, c/o, 0,)3 
le second membre se reduit a zero A cause des @qualions (a, b, c)(@&, — 1)’ =U, 


(a,b, c)(2,—1)’=0 que donne l’equalion (a,b, c)(x,y) = alr-tay)(w-+Py). 
Par consequent on a idenliquement 


a, b, 0/0, — 02% (a, b, c, dYe, y’ = 0 
cest ä dire 
z(ac— rbb --ca)-+-y(be—2cb-+da) = 0 
ou enfin 
ac—2lb--ca = 0 


be —2ch-da = 0 


I 
et de la on lire comme auparavant la valeur de la fonclion (a,b, c)(x,y). 
Les valeurs des coeflicients A, B s’expriment alors en fonclions lincaires 
des coellicients de la fonction cubique et des quanliies «, P qui sont pour 
ainsi dire les racines de la fonclion quadratique (a,b, ce), er 
Il est evident que le proced@ suivi dans ce qui precede est tout ä fait 
general, ei que l’on obtient toujours explicitement la fonclion du degre m: 


par exemple pour la fontion du cinquieme degre 
(a,b, c,d,e,f)(x, y)’ 
5x Dh ee Be Kane T,Y) 


la fonction dont ıl s’agit sera 








y, -yn yo — 23 
a, b, 6, d 
b, c, d, e 

lc, d, e, f| 


et de m@me dans tous les autres cas. Cette fonclion du degre m (laquelle 
est un covariant de la fonclion donnee) peut Eire appelee le canonzsant, Pour 
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la fonelion du einquieme degre le canonisant peut @lre mis sous cette autre forme 


ax by, bc-+cy, ex -- dy| 


| 
) 
| 
) 


Ibr-+ey, ex--dy, dx- ey 





lee-dy, da-+ey, er-fy 


e! on demontre facilement quwil existe loujours une transformation semblable. 


Considerons maintenant une fonclion de degre pair 
/ r\ , „\2m 
Ce SE Au 
Posons 
(a,b,...a)\«, Yy” = ZA(240y)” 
+4(a,b,...a’)(2,y)” (a, bi, ...aı)(2, y)” 


ou l’on suppose (a,b, ... a), y)"—=alzr-toy)... ei oü (a,,b,,...a/)(@, y)” 


/ 
represenie un certain covariant parfaitement determine de (a, b,...a')(z, y)”. 
L’expression qui forme le second membre de l’equalion proposee s’appelera 
la forme canonique de la fonclion de degre pair. Pour fixer les id&es je sup- 
pose que la fonclion donnee soit la fonclion du quatrieme degre 


(a, b, c, d, e\z, Y)" 
Dans ce cas, en prenant la fonction quadratique (a,b, eK, y”—aletoy)(e-+Py) 
et en repr6sentant par (a,,b1,C,(2, Y)° un covariant determine de (a, b. e\(r,y) 
on a 
(a,b,c,d,e)\x,y)" —= A(x- +oy)+B(z-+-Py)'+A(a,b, cz, Y) (a,b, 61), Y). 
Cela pose la condition qui sert a determiner le covariant (a,.b,.c,/r,y) est 
la suivante 


n 


3(a, b, c\0, d, 0.) (a, b, ce), y) (a, bi. cı)(, y = Ka.b. ‚e)(a ,y) 


tale 


ou Ä est un is constant dont la valeur est arbitraire. 
Le premier membre sera 


((Tac— 6b’, — 2ab, a’, )(a, ii, cl, yY) 
2be. 12ac—16b‘, ab, 
| y — 2bec. Tac — 6b’ 
en representant par cette notation l’expression 
[(Tac — 6h’)a, — Rabb, +a°c, |’ 
+[  2bea, +(12ac — 16b’)b, +2abe, ]zy 
+[ c’a, — 2bcb, + (Tac — 6b?) c, ]y”. 


7* 
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On a donc 
(Tac — 6b’), — 2abb, -+a°c, = 
2bca, + (12ac— 16b’)b, -+- abe, — 
c’a, — 2beb, -(Tac—6b’)c, —= 
el en ajoutant a ces @qualions la suivanle 
xa, +2ryb, +y’ca = u 
on obtient, en eliminant a,, b,, c,, l’equalion 
|, x, 2ry, 4 
Ka, Tac— 6b’, — Rab, a 
2Kb, 2be, 12ac — 16b’, 2ab 
| Ke, 6, — 2bec, Tac — 6b’ 
laquelle peut s’ecrire aussi comme il suit 
ultfac—6b’, — Rab, a 
2bc., 12ac — 16b’, 2ab 
| c”, — 2bec Tac — 6b’ 
+K a”, 2ry y’ 
a, Tac— 6b’, — 2ab, a’ 
2b, 2bc 12ac — 16b’, 2ab 
C, e, — 2be, Tac — 6b? | 











Gayley, forme canonique des fonctions binaires. 


Ka 
K2b 
Ke 


| = 0, 





donc, en retablissant la valeur de %, savoir #— (a,, b,,c,)(7, y), et en prenant 


K 
—— 
—— 


on obtient 


Ces valeurs se reduisent ä des expressions tres simples. 
K — 576(ac—b’)’, (a,, bı, CE, y?= — 72 (ac — b’)’(a, b, c)(@, y)’ de 
qu’en supprimant le facteur constant — 72(ac— b’)’ on peut prendre 

(a,b, 0), y) = (a,b, c)(®, y). 


(a,b, 1), Yy) = 


Tac — 6b’, 
2bec, 


w, 





a, 
2b, 
C, 





2 








— Rab, a’ 
12ac — 16b’, 2ab 
— 2bc, Tac — 6b’ 
a’, 2ry, y’ | 
Tac — 6b’, — 2ab, a’ 
2bc, 12ac — 16b’, 2ab 
e, — 2bec, Tac — 6b’ 
En effet, on a 
sorte 





A. Cayley, forme canonique des fonctions binaires.. 93 


C'est ce q’on aurait pu prevoir des le commencement; car le procede par le- 
quel on obtient (a,b, c1)(@, y)’ fait voir que celte fonction est un covariant 
de (a,b, cz, y), du second degre par rapport aux variables et du cinquieme 
degre par rapport aux coefficienis; donc cette fonction sera ä un lacteur 
numerique pres, identique avec (ac—h’)*a, b, ce), y). Une eirconstance 
pareille se pr&sente dans la reduclion d’une fonclion du sixieme deere a la 
forme canonique. En effet le covariant (a,.b,,c,. d,)®, y)’ sera une fonction 
du troisieme degre par rapport aux variables et du septieme degr& par rapport aux 
coeflicients, done a un facteur num£rique pres, celte fonction ee avec 
le diseriminant (a’d’--ete.) multiplie par le cubicovariant (a’d—3abc-1 2b’)? ! ete.. 
ou, en supprimant le facteur constant, le covariant cherch& sera tout re 
le cubicovariant de (a,b, c,d)(x,y).. De m&me pour la fonction du huitieme 
degre on trouve que le covariant (a,,b,,c,,d,, e)®, y)‘ sera tout simplement 
(a,b,c,d,e)(x,y)‘. Mais rien ne nous aulorise ä supposer qu’une reduction 
de cette nr ait lieu dans le cas general, et il parait qu’en general le co- 
variant (a), bı,... a)(2,y)” sera une fonction ind&ecomposable du degre 2m --1 
par rapport aux audilienie: a savoir, en posant 
(a,b, ... ad, — ee X; aa, a aller, y)” | 
— K(a,b,...a’)(z, y)” 

le premier membre sera une fonction de la forme 

(A, B. ‚a1, bı...a) KT, y)” 

a, $. 

: 
ou A,B,...W,B,... etc. sont des fonctions donnees du second degre par 
rapport aux coefficienis (a,b,... a’); cela etant, on aura 








K— |4, 8. 
2 - Zee 
et 
(Ars Bis... ai), y"„=— er, Mey 
u. 3 3 
mb, WU, 8 








ce qui fait voir que le covariant dont il s’agit est une fonction du degre 2n--1 
par rapport aux coeflcients. 
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Je reviens au cas parliculier, le cas general pouvant etre traile pre- 
eisemen! de la m&äme maniere.. Ona 
(a, b, C, d, e, „A P} ) 
a .\4 | ap | d-\% _) / \7. 0 2/ \ [ap a\ 
A ef 3 a) J 1 B de u Py) xy A(a, b, c)(T, y) (4 “ b,. CA $) ) J . 


« en ) 


J’opere sur ceile equalion en me servant du symbole (a, b, e\(0,,. — 0,) et 
j obtiens 


« ‘ a 


a. b. © \O, .— Ü,) (a, b, C, d, e), Y 


y Ten 2AKla. b. eh’, ‚sr 
e’est a dire 


a’er -- 2dey- ey 


— 2b(ba’ + 2cey--dy’), = 4AKlar? + 2bry + cyY°):; 


en posant, pour abreger, AR =4, on aura 





2 __H9hl En Pr 
x" [ca 2bd ale—h)lj 
+2ryl[eb — 2b(ce+43)-+ad I) = 9 
+-Yy[e(e — 4) —2bd -- ae IN 
ce qui donne 
ca — 2bb +-alc—#4) == 0 
ch — 2ble-+i4)--ad == 9 
c(c—4) —2bd —ae zur (0) 
ei de la on tire l’equalion 
| d, b, e—4I| = 
| b, c-+ 1), d 
e—/, d, e | 


qui servira a la determination de la quantil& 4: Les coefficients des differentes 
puissances de 4 seront des invarianls; en effet, sion developpe le determinant, 
"’equation devient 2(ace-+ 2bed— ad’ — b’e--c) + 4(ae— Abd -- 3c?) —#—0. 
La quantit© A elant connue, on peut au moyen de deux quelconques des trois 
equalions trouver les rapports a:b:c, ou ce qui revient a la m@me chose. 
on pent se servir des trois @qualions en introduisant les quantites arbitraires 


L. M. N et l’on trouve 


(bla, y), = Ye 
L. a, b, e—4 
M. b, c+44J, d 
IN, e—,ı, d, e 
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expression qui, en realile, ne contient rien d’indetermine. La quantilö Ä est 
64 








une fonction connue de (a, b, c) done sera pareillement connu, ei 
les coellicients A, B s’expriment en fonclions lindaires des coelficienis de la 
fonction du qualrieme degr& et des quantiles @, 9 qui sont pour ainsi dire les 
vacines de la fonclion quadralique (a, b, ce)“, y). Comme je l’ai deja fait oh- 
server, tout ce qui precede s’applique egalement a une fonction de degre pair 
quelconque. Le determinant qui conlient A peut älre appele le Zuumbdaigue. 
On voit aisement quelle est sa forme generale; par exemple pour la fonctio: 
(a,b, c,d,e,f, y@, y) ce delerminant est 





bh, e, d--44, e 
C, d— 3 h, e, / 
PRO 20T 





expression dont le d@veloppement ne conlient que les puissances paires de 4; 
cela arrive, comme M. Sylvester l’a remarque depuis longtemps, toutes les 
fois que an est impair, c’est ä dire toules les fois que le degre de la fonclion 
dont il s’agit est un nombre de la forme 4» --2. 

Revenons a la fonclion du qualrieme degre (a, b, c,d,e/x,y); en 


| RN 


4 | a\/f . ri r ıt 
—=a(lrzoy)(@-+/py) on oblient 





ecerivant (a,,b,, cı)(X, Y) = (a,b, c)(r, y)’ 
pour la forme canonique 


(a,b,c,d, e)(x, yy = — Al (2 ay)' -B 2 -Py) A(C- ey) (2+pPy) 


‘ 


Relativement a la fonelion du sixieme degre BIER d,e,f,y/X&,y,', je fais 











observer que le cubicovariant de (.r GE TER --yy) est 
i NE— (2By—ye—eB)y@P—7— 2 — NEN 
(27 —e— B)2— (aß — By ya)y) 


donc en represenlant celle fonclion par 2, on a pour la forme canoniqne 


Er .\6 
(@, b, c, d, e, ß; INK, Y) 
, NG y/, ! NG PR #, | PrV 6 _ P . || N 0 5 ie + BR 4 ys ! AyıY \ cd 
—=A(z+oy)’+B(r-+Py)+C(e+yy)’+Alc-+oy)\(2--Py)(c4+yy)® 


Pour la fonclion du huilieme degre le covariant (a,, b,, C,, dı, ex, y)’ est 
tout simplement egal a (a,b,c,d,e)(x, y)* ainsi que je l’ai deja fail observer. 
et l’on a pour la forme canonique 
(a,b,e,d,e,f,g,h,i)&,y’ = A(2-+ey)’+B(2-+Py)+ etrr) DL (2-4-öy)' 
ze | ar, \2/ ? 
+AMa+ey’(e+ Pr) (eH7y@ gr) 
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Je n’ai pas cherche a reduire ou ä prösenter sous la forme d’un determinant 
le covariant (a,,b,, cı, di, &1, fı)l@, y)’ qui entre dans la forme canonique de 
la fonclion du dixieme degre. 

On a vu que le covariant (a, b,,... al), y)” s’obtient par le de- 


veloppement de la fonction 
i\/£ N \m 7 r ie i 
(a,b,...a)(0,;, — 0x)" .(a,b,...a)(z, Y)”(aı, bi, ... 1)(2, Y)” 
et jıai donne ci-dessus un exemple de ce developpement; en employant pour 


plus de commodite les lettres ilaliques au lieu des leitres romaines, on peut 
ecrire la formule dont il s’agit de la maniere suivante 


(a, b, c)(0,; Zu 0.7 (a, b, cz, y) (4, b, ’ c)/®, y) an 


2 (( Zac — 65°| — 2a a )(aı. b,, ea) T, y) 
|obe 12ac — 165? |2ab | 5 
E — 2be Tac — 66° | 








l,es equations analogues pour la fonetion cubique etc. sont 
(a,b, ec, do, „— 0, (a,b, c, d)«, Y)(a,,d,,6; dı)(®, y" = 
6Xx(( — 19ad --18be | -- 39ac — 366° | — 3ab 
| — 395d -} 366° \—18ad-|- 27be | 1 72ac — S1b’ 


I 











| — 3cd —72bd + 81e" |-- 18ad — 27bc 

ve. ı-- ed — 39bd -- 360° 
ra Ya,; b,,Cı3 d,)®; y) 
—- 3ab 


| 


— 39ac — 366’ 
—-19ad— 18be| 


(A, b, C, d, e)(« ‚2 Zsaoı Ö.)(a, b, c, d, e)\(T, ya, ’ bi ’ 7 ’ d, ’ e,)E, y) u 











24x ((-+Tlae — 16054 -+90c'| —124ad -120be -+- 126ac — 1206’ 
'+124be —120cd + 160ae — 896bd -1-720c° | —120ad -|- 144be 
-1126ce —1204° --120be —144cd -180ae— 1440bd-1-1296c° 
|-+4de 1-240ce — 256d° — 120be -1-144cd 
te — 4de 1 126ce — 120d° 
— dab + a Ya,. bi, 6, di, e,)(, y)' 
1-240ac — 2565’ 1 4ab | ® 
1-120ad — 144be 1126ac — 1206? 
1 160ae — 896bd + 720e* | --124ad — 120be 
—124be-1120cd +71ue —1605d + 90«° 
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(a,b,c,d,e,f Jö, { 
120 x (( — 2d1uf-- 600be — 350cd 


— b55bf -- 1700ce — 10504” 
— 460ef -- 450de 

‚— 310df-+300e’ 

ı— def 


— 0,)(a,b,ce,d,e,f)(x,Yy) 


(4,6,0,d,e.fi\a, Y” — 
+ 655ae — 1700bd - 10506 
— 600af 287 5be — 2250cd 
— 17005f + 7750ce — 60004° 
— 450cf-- 500de 








— 6004 -- 625° | 
| u 2 + def | 
— 460ad -- 450bc -310a2e — 300° 














-- 1700ae — 7750bd -- 6000e° | — 450ad -+- 500be 
— 3502f -- 2250be — 2000cd |--2100ue — 120005d --- 10000e° 
— 21005f -- 12000ce — 100004 | + 350af — 2250be - 20004 | 


—- 450ef — 500de 
— 310df-- 300e‘ 
— dab 
— 600ac — 6256 
ir 450ad — 500be 
+-1700ue —7750bd --6000c' 
- 600 af — 287 5be --2250cd |- ge 
— 6555f-- 1700ce — 10504 °|--251af — 600be + 350cd | 


Les resultats qu’on vient d’obtenir pour les cas particuliers les plus simples 


— 17005f - 7750ce — 60004 
1 460ef — 450de | 


Kanbrendsesfi)) EN) 





a 


ab 
+ 310ac — 3000’ 
+-460ad — 450bc 


a 
z 








font voir que la theorie generale doit &tre susceptible de an 
Ainsi la forme canonique de la fonction cubique (a,b, c,d)(z,y') 

’B (e-+-Py). 
generale ne donne que la valeur du produit , © a un facteur constant pres; 
En eflet en se 


ulterieurs. 
sera u°--v’ si l’on pose , v au lieu de yAlztay ni La nt 
mais on peut trouver les valeurs de u et v» separement. 
rappelant les resultats obtenus dans la „Note sur les covariants d’une fonction 
quadralique, cubique, ou biquadratigue a deux indeterminees” (t.L, p.285 de 
ce Journal), on reconnait que les deux fonclions + Uy—O, ?—Uy—D 
sont l’une et l’autre des cubes parfaits et l’on a 














an an" Dal oa di} Bea © anal 1 eh Due 
on a donc 
Krzee BEE . 2.0. mon 3 
“= 75,7 PC Be 


De meme la forme canonique de la fonclion du quatrieme degre (a,b,c,d,e)(x,y)* 
sera W-+-vY160uWv, — (W"— vv) --2(1-430)wv’, si Von pose w, v au lieu 
Journal für Mathematik Bd. LIV. Heft. 8 
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de VAlz-tay), yB (2-+Py); or IH— @,JU, IH — ©, JU, IH— @,JU etent 
tous les trois des carres de fonctions quadratiques, la fonclion U peut s’ex- 
primer au moyen de deux quelconques de ces trois quantites comme une 
somme de deux carres et on deduit de la les valeurs de et de v; on trouvera 
le developpement de cette solution dans un me&moire „Sur quelques formules 
pour la transformation des integrales elliptiques’” qui paraitra prochainement 
dans ce Journal. Quant a la fonction du cinquieme degre on pourrait &cerire 
u, v, w au lieu de yAlc- OY), YB(z +-Py), yC (2--yy), ce qui donnerait 
pour forme canonique w°--v’--w°, mais il vaut mieux, en multipliant ces valeurs 
par des facteurs convenables, ecrire u--v--w==0 et prendre pour forme 
canonique Au’ +-Bv’+Cw’—0, c’est ce qu’a fait M. Sylvester dans son 
memoire ci-dessus cite. On trouve aussi des developpemenis sur ce sujet 
dans le memoire de M. Faü de Bruno „Nota sulla teorica degli invarianti, 
Tortolin: annali etc. 1855. 

Pour lafonction du sixieme degre on peut supposer que la fonction cubique 
(a,b, c, d)(z, y)’ soit reduite a la forme canonique w°--v’, cela etant le cubi- 
covariant sera #—v’, et en representant par go l’une des racines cubiques 
imaginaires de l’unite la forme canonique sera 


Aut v4 Blut +Cu tg + Aw 0); 
c’est encore ce qu’a fait voir M. Sylvester dans son memoire. 
Londres, 9 Avril 1856. 
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d. 


Mathematische Miseellen. 
(Von Herrn Schellbach.) 





Zur Theorie des Additionstheorems der elliptischen Integrale. 


$. 1. 


Ma mufs zu einer symmetrischen Function von «a, db, c gelangen, wenn 
man aus der Gleichung 


(1) ya-+yb = ye 
die Wurzelgröfsen fortschafft. Man erhält auf diese Weise 


2) eE—2Rcla+b)+(a—b) —= O0. 


Setzt man hier 
3.) a—b 
(4) a+b c-—-y—2ry 


| 


TI —Y 


so ist auch noch 
(.) d—2cle+y—2cy)+ (2 —y) = 0 
eine symmetrische Function von x, y, c, denn zu der symmetrischen Function (2.) 


ist nur noch die symmetrische Function 2.ryc hinzugetreten. Vertauscht man 
nun Z, Y, ce mit 2°, y’, 2° und setzt 


6.) A-+r:”’—=1; Y+y'=1; +2?’ —1 
so ergiebt sich aus (3.) und (4.) 
a—=a(1—y))=zey” und db=y’e". 
Setzt man diese Werthe für «a, 5, ce in (1.) ein, so ist ersichtlich, dafs die 
erste der drei Gleichungen 


7) eyHye=z; zz’ +22" =y; y2-+2y=r 
die beiden andern nach sich zieht, da alle drei auf dieselbe symmetrische 
Function führen. Da die Zeichen von z, y, x', y’ willkürlich sind, und das 
Zeichen von 2 durch die erste Gleichung bestimmt wird, so kann nur noch 
über das Zeichen von 2’ eine Ungewifsheit bleiben. Setzt man aber den 


Werth von z aus der ersten dieser Gleichungen in die zweite oder dritie 
5 * 
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ein, so erhält man für 2’ ganz denselben Ausdruck, daher wird das Zeichen 
von 2’ vollständig durch die Gröfsen x, y, &', y’ bestimmt. Vertauscht man 


a. 


noch in der erhaltenen Gleichung & mit y und mil x, so gelangt man zu 
den drei Gleichungen 

(8) ay-ıey =?) sr — 22 =y); yz—yz—=ı«. 
Solcher Gleichungen lassen sich nun noch mehrere entwickeln. Addirt man 
z.B. die beiden letzten der Gleichungen (7.) und dividirt die Summe durch 
2--y, so erhält man 


9.) z+ry _1—?r, +! 1—y. y+.!_ A1—. 
EN str 2’ "= Bi er > a pen, 








wo die zwei letzten Gleichungen wieder durch Verltauschung aus der ersten 


entsprungen sind. 








Es ist 
Ey? bp y’— a 
oder 
a’ ty" x —y' nl 2? 1 — 2’? 1—x/ 142 
n A . mw es rennen 2 er Baae: * Zu en . ze . 
ty 1-8 3 3 »2 z 


Dividiri man diese Gleichung durch die erste (9.) und wechselt dann die 
Buchstaben gehörig, so entstehen die Gleichungen 


x’ —y' 1+7'. x’ — 2’ 1-+y'. y1—z' 1-42 
’ <y , 














(10.) 


I 


——.: Y 3—y X 
r 


Eliminirt man aus den beiden leizten der Gleichungen (7.) die Gröfse 3’ so 


y—i! 3 


erhält man 


(11.) = mu u | a. 5 ne en = ur re 


2’—y" 27 —z, Y YV—2 & 


ry'— yı' 1 v2! —zr 1 y2!'— 2zy' 1 








Multiplieirt man aber die zweite der Gleichungen (7.) mit x und die dritte 
mit y und subtrahirt die Producte, so ergiebt sich auch durch gehörige Ver- 














tauschung 
za —yy' a, xx — 22 y' yy!— 22’ r' 
(12.) RT = u _? a 
> oz 2 X) - Y vr T>Y 2 
Diese Formeln lassen sich leicht noch weiter vermehren. 
S. 2. 
Aus der ersten der Gleichungen (8.) ist 
x'y' RE cy—z' 


und wenn man beide Seiten dieser Gleichung quadrirt, so erhält man 
1) = 2°+y°—2ryz. 
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Mit Hülfe dieser Gleichung kann man zu Formeln von weit gröfserer All- 
r . j rn & n' 

gemeinheit gelangen. Schreibt man nämlich —, Stall z und —- statt y, wo 
n r 


! 


) 


unter 5’ und »’ verstanden werden soll yl— 5° und yl—', so erhält man 


nn? — 2nz', oder wenn man für 5’ und > wieder die alten Buch- 
staben x’ und y’ einführt, welche aber jetzt eine andere Bedeutung haben 


als in $.1 
2) Me My’ —Rry'. 
Aus dieser Gleichung läfst sich leicht eine symmetrische Function von z, y, & 
bilden, denn da &’ y’z’ schon eine solche ist, so braucht nur n°’ so gewählt 
zu werden, dafs n’2°— x” — y'” eine symmetrische Function wird; dazu ist 
aber offenbar nur erforderlich, dafs man 
n — 1— ku’y’ 
annimmt, wodurch sich aus (2.) die symmetrische Function 
(3) 1-2" —y” — Ss” 2ry'z2'’ — Kaya? — 0 

ergiebt. Hier soll 4° eine Constante bedeuten. Dem Ausdrucke für nr’ könnte 
auch eine andere Gestalt gegeben werden, aber die gewählte ist die ein- 
fachste. Ganz ähnlich ist auch in $.1 Gleichung (4.) für «--d die einfachste 
Form gewählt worden. Da nun in (3.) eine symmetrische Function von x, y, 2 
erhalten worden ist, so führt also die Substitulion von 

x' z"! "—x”" _ a’(ll—k’y?) 


— stati x also 1— — = — — — 
n n” n? 1—h’x’y? 


ı2 


statt x” 





und die ähnlichen Einführungen für y und y’ in die Gleichungen des $. 1 
zu neuen Gleichungen, in denen die Buchstaben x, y, & untereinander ver- 
tauscht werden können. Bezeichnet man also 


yi—kKa, yl—ky, yl—kzr, yl—kKay 














durch 
T|» Yı> 215 n 
so hat man nur in den erwähnten Gleichungen 
x, 0, y,y 

mit 

Eu xı y ya; 

n n ? n? n 
zu verlauschen, um neue Gleichungen zu erhalten. 

Aus den ersten der Gleichungen (7.) in $.1 und durch Buchstaben- 

vertauschung erhält man so die drei Gleichungen 


j3 M » » ! N “% Rn} ” . In Dr ! f} | FE pP 
Y KL X 1 + A 4 Y 1 >. PO | A 1 2 A — i e oYV 7 1 m. nv -. 
ot „mi 





=da 








4. Br e — uva 2 u e ß F F 
(4.) 1 — k*.ır?y? 1—k’x"’z! y: 1 — k’y’z? 








' 


xy’ aıyz, —=2 


Aus der letzten der Gleichungen (7.) entstehen ebenso die Gleichungen 





— x 
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8. 
x' u. ‚ “ war 
z r3IYj ==) . 
ISYı9ı 





y'z! 
rn h?y?’z? 


62 
y'z' " yH—= x"; 
Aus der ersten der Gleichungen (8.) $. 1 kommt auf gleiche Weise 
KI— LE, 
; Any 





P | >24 Br . 
y L— Y23,7 = 3yYj; 


(5.) 
== 2; | 
i 1— k’r’z? 
' 7 
3T—2zyıC =Y2.. 


Ey—ayEYı 
Aus der letzten der erwähnten Gleichungen folgen noch die 6 Gleichungen 





1er? 
cy— azy =27,; 


(6.) 


ai >! nn ”.,ye 
xz — ıyz? =ya; 
!y—20y = 172; 
Setzt man aus der ersten der Gleichungen (6.) in $.2 den Werth von 2’ 
a PER TER | ea 
__Kacyy'—x,y, 





23] 1 k?r? 2 
—huxrty 


oder 


Ei z ger 5 
5 —- JB3 ee syız 


(7.) 
ay(k’ryaty'— x, Y,) 
= TC; . 


in die letzte der Gleichungen (5.), so erhält man 





Ih 
n In af 55 
k YyYy I rd i 





Be x'y' 
1—k’y’z? 


1 


1 











1—h’r’y? 
all Pe 
zxx, +22, 
Y 


(3.) 





— 171,2, 
1— r' 


nn _ ey—ayayı 
2 ker wer 
also durch Vertauschung 
March on. . Marz! —x,2 uni 
De It 0 90 
Dividirt man die Gleichungen (4.) durch die (6.), so ergeben sich die Glei- 
Y. NE a _ x 
RR) ya yzy2, g' 









































(12.) 


1+2z 
zr'— x2' 


En EN 
xy'+ya 
-ı . 
b/ 


Setzt man den Werth von x’z aus der ersten der Gleichungen (7.) 
Kyze — YQı =. 


chungen 
0) Er 
ey —LYKY, Sr? x'z! 
Aus der ersten der Gleichungen (9.) in $. 1 und durch Tausch und dann aus 
Nr. 1 in (10.) erhält man folgende 6 Gleichungen 
(10.) ya _ Ic, amt _iIor, at __ 
" x’+y' z ? x’+ z' y 7 y' - z' x ’ 
11) INZIYE __ 1i+?!,. a2, —zr, ei 1+y', Yu _ 1+a' 
ya! z Ir! y ’ sy r 
Addirt man die zweite und dritte der Gleichungen (7.) in $. 2, so erhält man 
sogleich auf die bekannte Weise 
&t+Y nen 1i—2, , +23 Zn I—y,. yıt2 AR Img, b 
2 ’  az’+27' vw’ yaıtzy x 
Ziehi man aber dieselben Gleichungen von einander ab, so gelangt man zu | 
Tl. ER i+y. Vor +2, 
a a 4 X 


XI, 
. 





13. 
(13.) yx’— ıy' 
2 ’ 8 
k ZY 2. Tı 21 pr — Y 1» 


in die letzte, so erhält man die Gleichungen 


a2 „nm! r 
Kay!— ayı=2, 


(14.) 
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Multiplieirt man die letzte dieser Gleichungen mit der ersten (5.), deren Seiten 
man vorher umkehrt, so erhält man 
Kyzsı— ayz, —=ry2+2yo =ay2-+2y— ksyr 
oder 
ey + y2+zy—kzy —= 0. 
Setzt man nun 
RK” — 1, 
so erhält man folgende drei Gleichungen 
(15) ey +2,y2'+ yzk”? — 0; yazı+yı22'+ 02" = 0; 
rt Yyı- ey +yzk”"—0,. 

Multiplieirt man die erste der Gleichungen (14.) mit z,, so erhält man 
Kıy!z— ayı3 =1—kz oder K"a’+eyzs)=140Y12%. 
Multiplieirt man aber die letzte der Gleichungen (5.) mit 2’, so ergiebt sich 
cy!+oy’a, =2"—=1—2 oder 2’-+.y22, —1—ı'y'z', 

also wird 
(16) Al—ay) = 1+myı2: 
oder auch 
(17) KPAkdly!ayz, =). 
Aus der ersten der Gleichungen (11.) und der ersten der Gleichun- 
gen (12.) in $.1 erhält man auch noch 




















v ! N 1, * In un FR » ln u A , 
(18.) EyYı ya, __ 1, az —ıra, 1, ya3—3yJ,,._1 
x’—y?’ 2° x’ z? y’ y 2* 7 
19) nn, auaıze _y, wazalı _«' 
r? —y! Pe x? Y ’ y? 2: 7’ 


und aus diesen Gleichungen 


(20.) Aue 2; u: BE 1 


ayy—yXX, 


In > 
un; mh — x. 
a, — zer, al zy'y, 











Eliminirt man aus der zweiten und dritten der Gleichungen (7.) die Gröfse 2, 


so erhält man 
Dyy— Ver __,. 223, — '2r, yz2,—2'yY, 
a) nn; 
Durch die angewandte Substitution läfst sich also aus jeder Formel für die 
Kreisfunctionen, denn das sind die Formeln des $. 1, eine entsprechende für 
die elliptischen Functionen ableiten. 











u Yu um 5, . 
22, — 208, Y y2!2,—23y\Y, 
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$. 3. 
Die Gleichungen des vorigen Paragraphen, die sich leicht noch ver- 
mehren liefsen,. können auch auf andere Weise entwickelt werden. 
Setzt man in der Gleichung (1.) des $.2 Az statt z, so erhält man 


x PR WET. © Sn WRER 
k 20 = I | y 2ry az 
. ö . ST, Yyı 
und wenn man hier z und y mil ee und = vertauscht, so gelangt man zu 
> n 
Kin = ıityi—-?22Yı2.- 
Nimmt man nun wieder 
1— Er? y, 


so erhält man die Gleichung 
1— 1) yı-+?2 ya Key’ — (0. 
Es werden also die Gleichungen des $.1 ebenfalls neue Gleichungen 
liefern. wenn man in ihnen Az statt x setzt. also 2’ mit z, vertauscht und 
auch statt 


die Gröfsen 
8 k.ıry' Yy. kyr' 





n N n N 
einführt. 


Man erhält auf diese Weise neue Gleichungen, aber nicht die Glei- 
chungen des $.2. Um diese zu erhalten mufs man noch die Zeichen der mit 
Accenten und Zeigern versehenen Buchstaben in die entgegengeselzien ver- 
wandeln, wie ein einfacher Versuch sogleich lehren wird. Die letzte Gleichung 
gehört also auch in die Reihe der Gleichungen des $.2, wenn man das Zeichen 
von 2,Yy,%, in das enigegengeselzie verwandelt. Diese Gleichung wird dann 


- 
(1) 1-2, — y—- 3 —?aoyı 1 Kay’? — 0. 

Durch diese Beobachlungen wird man darauf aufmerksam gemacht, dafs sich 

die meisten der Gleichungen des $.2 durch schickliche Substitutionen in ein- 

ander überführen lassen. Man findet so leicht, dafs wenn man in den Formeln 

des $.2 erst die Zeichen der mit Accenten und Zeigern versehenen Buch- 


* [3 1 
staben in die entgegengesetzten verwandelt, dann 7; statt k setzt und zuletzt 
L 


x,y, x mit kx, ky, kz vertauscht, mehrere dieser Gleichungen in einander 
übergehen. Diese erste Substitution fordert also, dafs man 


' 4 4 


T, Y; S; TU, 5 % 5 Lie Yıs 2] 
vertauscht mit A 
kr, ky, k2; 20, Yı» *ı5 zT, Y z’ 
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Es giebt noch zwei andere Substitulionen, welche dieselben Dienste leisten. 
Man braucht nämlich nur 


20 . ! J f f r 
k; T, y, S; z, u, z'; u Ih 8 
zu verlauschen mit B 
. men = KM N 2 
u I’ yY zZ? ze? y' I 2’ y?’ gr 
und ferner 
k: 2 - [2 Zu) x HJ uf 2» Yy' »2 
b; , Y> u. B Y» -; 19 739 “ı 
mıl GC 
en » ! P eo ® 
Bu et 
k’? m” r RM , ; 27 u’ RR 


Auf diese Weise lassen sich aus der einzigen Formel (16.) in $.2 funfzehn 
andere Formeln ableiten. Durch die Substitution € liefert diese Formel zu- 
nächst die drei Formeln (14.). Durch die Substitution D entspringen aus der 
letzten der Gleichungen (14.) die drei Gleichungen (15.), und durch die Sub- 
stitulion A erhält man aus derselben Gleichung die drei Gleichungen (9.). 
Wendet man dann noch auf die zweite der Gleichungen (5.) die Substitution € 
an, so gelangt man zu den Gleichungen (7.). 


Auf diese Substitutionen hat zuerst Jacobi im 39. Bande d. J. auf- 
merksam gemacht. 


S. 4. 
Multiplicirt man die Gleichungen (5.) in $.2 mit den Differenzialen öx, 
öy', 02’ und addirt alle drei Gleichungen, so erhält man sogleich 


0 


‚cyz+zsyr0o2+z2y\oOoy+eyz,öz2 = 40(e®y”+2”). 


Es ist aber 0x = — un 





etc., daher ist diese Gleichung 





[Or |, Yı9y ı 2 2 1! r np 
yet) = ey ar"). 


Nach (3.) in $.2 ist aber die rechte Seite dieser Gleichung 
30.Kayz? — Kıyzocyz, 
daher erhält man 


‚Or ‚O 2,02 e 
1) 55 + +7 = Rdayz 
S. 5. 


Durch die Substitution A erhält man aus dieser Gleichung auf der Stelle 














(1.) ER - 2102 a öryz. 





L, Yı 2, 
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Multiplieirt man nun diese Gleichung mit A” und zieht sie von der (1.) in $.4 
ab, ni 


so bleibt. wenn man mit 1— %k° dividir!t 


x or I OY N 0% 
2) +2 41— —=0. 
j N, Yy»; i Ss x 





S. 6. 


. or OYy 0% . r r je . 
Bezeichnet man ——., ——, —— entsprechend mit A, Y, £, so ist also 
Es YV) > 
7 . I . l 
1) A+-Y+2=0. 


Selzi man noch zyz = wu und z’y's’=—w', so erhält man aus (1.) in $.5 
2) MA-y"Y-+:"Z 


der wenn man (1.)— (2.) bildet 


3.) A+y’Y--2’Z 


Multiplieirt man (1.) mit z=°--y’—- 2° und zieht (3.) vom Producte ab, so bleibt 
(4.) (Y-RT)A+lF--2)V--(2’- - 
Wendet man nun die Substilulion DB 





en or 
5» an, So verwandeil sich or In —z 
4 a 
N r urn I 4 no 1 . h- P n ns | > ir I a! an» hs , 0 a y . b nl in 

u.s. w. und ÄX geht in 2X über u. s. w. Daher erhält man aus (2.) sogleich 

Pr ı } £ ic uou— du 

I). ) —— - — — [u u; 

Zr s ti Br: 

oder 

> er Ti 2 5 2,120 Na! ar. 

(b.) vv = PN i i «A y #4 Pe Gou ang % ( u. 


Addirt man zu dieser Gleichung (4 


er 


-(1.), so bleibt 
( ‘.) y Ä- PR Pr 94 Y 27, 


Su ayZ —= (1—uw)ou--uou. 
Dividirt man diese Gleichung mit a”, so erhält man eine der (5.) entsprechende 


ir PRET „ 1 uw 
(9.) Ä : 








PL tt 


Aus (1.) — ka’(4.)--kialk.) ergiebt sich 


1—-Kay’)1—kaz’) X 1—Kas)/1—Kara?) Y--(1— Kar’) 1—kay’)Z 
— kauoW — Kaıi— Ka--Kau)ou. 
Selzi man 
1—Ka-+kau = v, 
so erhält man aus der letzten Gleichung 
2. v | Y | Z 
(S.) - - 


; k’a’(udv — vAu) 
1—katrt ! 1 Katy?! 1—Marz’ 














1—k’arr?) 1— h’a’y?)(1— h*a?z?) 
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Der Nenner des Bruches auf der rechten Seite läfst sich durch die Gröfsen % 
und % ausdrücken, denn es ist 


! 


Wo —— ( 1 pn x”) & r y“) ( i — 3°) \ emo 1 nn dp? yY— > 


2 
%% 
[ar 
Bu 
w 
rt 

| 
#4 


Nach Nr.3 in $.2 ist aber 
9) 2—- W-kKu = 2 --y’-+2,, 

daher wird, wenn man diese Gleichung zu der vorigen addirt. 

(10) A-1414) = yet tey”. 
Mit Hülfe dieser beiden Gleichungen erhält man. wenn noch yl—a’ mil a 
und Y1—A’a’ mit a, bezeichnet werden, 

(11) Aa Kar) 1— Kay’) 1— ha’) = v — Kiaaa u 
— (v--Kadayu)(v — kadan 

Die rechte Seite von (8.) geht jelzt in 


Mi Ay 
5 € log ——- 
2u'a, ” v+-hrada, u 


v—h’aua, u 





über. Setzt man nun für Ä, Y, Z, vw und v wieder ihre Werthe ein. so 
erhält man aus (8.) endlich 
x oy Ä 02 
12. > j u Wi E .- - —. - = - —— 
(12.) (1—kiarz’)aer, ' (1—k’a’y’)y'y, ' (1—hratz?)z'z, 
ERRER...ER T 96: a + harry’ — h’aua xyz 
Rda PT atharryz! +Hhraada xyz 


wi 














Die rechte Seite dieser Gleichung läfst sich auch in anderer Form darstellen. 
Multiplieirt man nämlich die letzte der Gleichungen (5.) mit 2’, so erhält man 


cyz — 1-— ayz'z,. 
führt man diesen Werth von x’y’z’ in (12.) ein und setz! 


ur. al la 
zaa, +azz, 
1— k?a’z? 
zala —az'2 
3 
1 — k’a?z? 





== (, 





so erhält man 


X 


Oy 0% 2. =. 1—k’axryo 
ven d—karr?)ar, T (1—hk’a’y’)y'y, + (1—htarz')z'z, ua, 


Olog 1+-Karyö 


Wer mit der Theorie der elliptischen Integrale vertraut ist, wird diese 
Mittheilungen zu benulzen verstehen. 




















u nn 








68 


6. 


Bemerkungen zu Jacobi’s Abhandlung über 


Varıationsreehnune. 
(Von Herrn E. Heine in Halle.) 





Der s Satz, welchen Jacobi: in Crelle’s ER f. M. Bd. XVII Seite 71 
aufstellte, und dessen Richligkeit im VI” Bande des Ziowville’schen Journals 
T,ebesgue S.17— 35 und Delaunay S. 211— 218 nachgewiesen haben, läfst 
sich durch folgende, auf ganz verschiedenen Prinzipien berubende Betlrach- 
tungen ohne grofse Rechnung ableiten: 


Ist A eine gegebene, irgend eine Funclion von x, deren Differential- 
quotienten nach © durch w', etc. bezeichnet werden, setzt man ferner 


(1) 2Z = (—1)"/ Au)’ u") de, 
so wird 
oZ — 1 Au” 9u" de 


oder, nach bekannten Sätzen, gleich einem von dem Integralzeichen freien 





1" (Au(”)) : 
Theile — er sei L — ıehrt um /* dudx. Bedeutet nun y eine 


gegebene Funclion von z, und setzt man u—yf, so ist du yÖt, also 


2) 02 = L+fyT er dtdr. 





Einen gleichen Werth mufs man finden, wenn man zuerst a=yt in (1.) 

einsetzt, und erst dann variirt; nur die Form, in der beide Ausdrücke auf- 

treten, wird verschieden, und grade dadurch Jacob?s Satz erhalten werden. 
Substituirt man obigen Werth für ®#, so hat u” die Form 


(2) | mL. 'ı 
al’ —- at 1 I Tat, 


n—1 


wo die « einfache Funclionen von y, also auch Functionen von z sind; 
folglich besteht Au'"’u‘”) aus einer Summe von Gliedern ZA”), wo die 
3 gegebene Functionen von x (wie die «) sind, und die Indices m und p 
die Werthe 0, 1, etc. n annehmen. Setzt man diesen Ausdruck in (1.), so 
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läfst sich 2Z leicht auf die Form 
3.) M + feat — Ct! + Gl" — +, m) dx 


bringen, wenn M, wie früher L, keine Integration enthält, und die Ü gege- 


bene Functionen von x sind. Es besteht nämlich z/p de erstens aus 


Gliedern, für die m == p ist, die also unmittelbar die Form (3.) haben, zwei- 
tens aus Gliedern, in denen m und p verschieden sind. Es sei p >> m, und 
zwar zunächst y—=m--1; für solche Glieder ist 


» en) gm) 94! 
Saum ww dx — (im umtn dr BR. ä Fun im dz, 


also von der Form (3.). Ist y—m>>1, so redueirt man vermittelst Integration 





durch Theile, nämlich nach der Gleichung 


Ja imde = pr” / BU) ED dee — /pur+» e-D de 


das Integral auf der linken Seile auf solche von den beiden eben betrachleten 
Formen, also auch auf die eine Form [Bemmde. 


Nimmt man nun die Variation von 2Z in der Form (3.), so wird 
nach dem schon oben benutzten bekannten Satze dZ gleich einem von dem 
Integralzeichen freien Theile N vermehrt um 


X t) 2 d’(C,t" d” er 
a) Saure rt TE) Nde. 








Es muss daher der Ausdruck (4.) gleich dem ne in (2.) sein, d. h. 








- - (Au) AO, tv) d”(C, 19) 
= "Ba Be Me 
.d"(Ay (Ay), 


Die Gröfse ©, ist offenbar gleich denn da u=yf, so wird 


der ‚7 
um) — yaetzyDtite 


Es ist daher 
„dA ) 





dr” 


das einzige Glied. welches einen Beitrag zu C,? liefern kann, und dieser ist 
offenbar 


d" (Ay(”)) 
@ yt dr" Y 
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Aus diesen Entwicklungen folgt unmittelbar Jacob?’s Salz. Macht man 
nämlich 
r dA) | ‚ d’(A,u®)) 
F = A? ) — ( . 


dr dr" 








bezeichnet durch die A wiederum gegebene Funclionen von 2, und setzt u —y1, 


wo v eine gegebene Funclion von z ist, so wird nach den obigen Entwickluneen 
dBt),  de(B 


n er 2? Si 
ee U Tarr 


tv") 





wenn die 3 ähnlich den €, nämlich eleichfalls bekannte Functionen von x 
sind. Da ferner 








y(Ay- |  «- 1, v') | da" (Any )N\ 
i un 524 dr' 7 
ist. so wird. wenn y so gewählt wird, dafs es ein Integral der Differential- 
sleichune U —0 ist, auch BZ, verschwinden. also 
ı di B. ee ' Ari B,te)) 
/r Ude — Bt'- A nah; 
dr dr" 


wie der Satz von Jacob? en 
Anmerk. Um die Werthe der B, die in jener Abhandlung von Jacobi 
nicht in Frage kommen, wirklich zu bestimmen, habe ich das Verfahren etwas 


abgeändert, indem ich schon früher durch Theile integrirte, und dadurch 





. | Br dr (Au) i h j 
/Au u)’ de auf fü = de reducirte. Setzt man in dieses Integral 
«ty, so hat man nur Integrale von der Form /Buwar statt wie früher 


von der Form Saw war zu behandeln. 


ER. 
Seile 72 stelll Jacobi einen zweiten Salz auf, der gleichfalls von Delaunay 
im weiteren Verlaufe der oben erwähnten Arbeit bewiesen ist. Setzt man 
nämlich 


J — /fia, Gy... Yddr, 
so zerfällt bekanntlich d.J in einen Theil wie Z und ein Integral /Vay dx, wo 
df'(y) , dr f!(y) 
- ty - Er... „2I6 


dx ! rn 





ist. Jacobi behauptet, dafs dV die Form 


| ..., d(4,dy)) d" (4,0, 9)) 
(6) Ay ee ee 























N _. EEE h 
db, lieine, str Varialionsrechnung. ra 


hat. Diesen Salz durch direcles Variiren von V zu beweisen scheint Schwierie- 
keiten zu haben; ich schlage deshalb folgenden, dem obigen ähnlichen Weg ein: 
Es seien d und 9 Zeichen von Varialionen, die unabhängige von ein- 


ander sind; alsdann wird die WR Variation Ö9J gleich 


(7.) ff" yo HI IP) der, 


wenn das Summenzeichen sich auf alle Werthe von m und » bezieht, die 
man durch Gombinalionen der Zahlen 0, 1, 2, ... 2 zur zweiten Klasse mit 


Wiederholung ohne Permulation erhält. Einerseits ist dieser Ausdruck ollen- 


L- fovoy d.ı, 


andrerseils läfst er sich (s. unten) in die Gestalt 
(S.) + f(49 yoy— A,dy'dy' +. HA, dy Or ’))de 
‚bringen, folelich nach bekannten Sätzen sofort in 


N--/Ww 6(y) 


bar von der Form 


transformiren. Hieraus folgt unmiltelbar, dafs dV gleich W ist, wie behaup- 
tel war, 
Dafs 09J wirklich die Form (8.) hat, sieht man auf folgende Art ein: 
Die Glieder von (7.), für welche a ==p, haben bereils diese Gestalt; in den 
übrigen mag » > mn sein, und von diesen betrachten wir zuerst alle, in welchen 
p=m--1. Dann wird 
/B (dyt Igyı" H1) -+ 4ym)oyl tl) dx 
offenbar auf 
PO OyN) dr 
also auf die verlangte Form durch eine einmalige Integration durch Theile 
zurückgeführt. Ist endlich p noch gröfser, so wird 
Nr) (pP) IL Iı-lp) (m) 
/»0y I dy Ay) de 
auf 


ey \.(m-+1) (2-1) |. Il? -D „(m+1) i ar \.(m) (pl) | Nr-lp-1) .(m)\ - 
/B0o un. -0) dy ) da und /B (dy) Hyd 0) Ay ))dı 


also schliefslich auf eine der früheren Formen, und daher auf die Form von 
(S.) reducirtl. — 
Januar 1557 











T. 


Die Krümmungslinie der Wellenfläche zweiaxiger 


Krystalle. 


(Von Herrn P. Zech in Stuligart.) 





(Im 52. Bande dieses Journals habe ich die Eigenschaften der Wellen- 
fläche zweiaxiger Kryslalle untersucht, welche sich aus der punkiweisen Con- 
struction derselben ergeben. Eine Reihe weiterer Eigenschaften findet man, 
wenn man sie als Einhüllungsfläche von Ebenen betrachtet. Ich bediene mich 
dabei derselben Bezeichnungen, wie in jenem Aufsatz und fahre in der Num- 
mernzahl fort.) 

9. 

Zu den Mantellinien eines Kegels A, welcher die optischen Axen des 
Ellipsoids & zu Fokallinien hat, lege man senkrechte Ebenen im Abstand der 
reciproken Manlellinienlänge des Ergänzungskegels CE vom Mittelpunkt O. Diese 
Ebenen sind Berührungsebenen an die Wellenfläche, ihre Einhüllungsfläche ist 
eine eniwickelbare Fläche F': sie ist einer Kugel mit dem Mittelpunkt © und 
mit einem lHlalbmesser gleich jener reciproken Länge umschrieben und ihre 
Berührungsebenen sind den Berührungsebenen des Ergänzungskegels Ü parallel, 
oder sie ist die Einhüllungsfläche der gemeinschaftlichen Berührungsebenen 
jener Kugel und des Kegelschnitts, in welchem C die unendlich ferne Ebene 
schneidet (unter Berührungsebene eines Kegelschnilts ist jede Ebene zu ver- 
stehen. welche durch eine seiner Tangenten geht). Die Fläche #' hat die- 
selben Haupischnitllebenen wie die Wellenfläche und ist durch zwei auf verschie- 
denen Hauptschniltebenen senkrechte Berührungsebenen bestimmt. Die Erzeu- 
genden der Fläche F' liegen in den Normalebenen des Kegels A, weil je 
zwei aufeinanderfolgende Berührungsebenen von F’ senkrecht stehen auf zwei 
aufeinanderfolgenden Mantellinien von A. Die Wellenfläche ist die Einhüllungs- 
fläche aller möglichen entwickelbaren Flächen #', welche den verschiedenen 
Kegeln Ä entsprechen. 

Es giebt noch eine zweite Art entwickelbarer Flächen, als deren Ein- 
hüllungsfläche die Wellenfläche sich betrachten lälst. Ist ON Mantellinie eines 
Kegels A, 08 die entsprechende Mantellinie des Ergänzungskegels C (2.) 
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oder die eine Halbaxe des auf ON senkrechten Diametralschnitis von E, 00 
die zweite Halbaxe dieses Schnitts, so sind zwei zu ON senkrechte Ebenen 


2 2 1 
in den Abständen DS und 00 


Alle möglichen zu den Mantellinien von K senkrechte Ebenen im constanten 


von CO Berührungsebenen an die Wellenfläche. 


1 . . N \ » ® Ds 
Abstand gg, von O bilden eine Fläche #', alle möglichen zu den Maniellinien 


Pr h . Fr . 1 . 
von K senkrechte Ebenen in dem veränderlichen Abstand og yon 0 bilden 


eine eniwickelbare Fläche @, welche demselben unendlich fernen Kegelschnilt 
wie F’ umschrieben ist. Ist nun OV der Abstand einer zu ON senkrechten 
Berührungsebene an E& von O, so ist OV. O8. O0 constant als Inhall eines 
Parallelepipeds aus drei conjugirten Halbmessern von &, welche Richtung auch 
ON habe: bleibt ON auf Ä, so ist OS constant. also auch OV.O0, oder 
das Verhältnifs OV: on. d. h. die Berührungsebenen der Fläche @ sind Be- 
rührungsebenen an ein E ähnliches Ellipsoid. Die Fläche @ ist also die Ein- 
hüllungsfläche der gemeinschaftlichen Berührungsebenen an ein K älinliches 
Ellipsoid und an einem unendlich fernen Kegelschnitt; sie hat dieselben Haupt- 
schnittebenen wie die Wellenfläche, ihre Erzeugenden liegen in den Normal- 
ebenen des Kegels K. Die Wellenfläche ist die Einhüllungsfläche aller mög- 
lichen Flächen @. Jede Fläche @ ist bestimmt, sobald man von ihr zwei zu 
verschiedenen Hauptschnittebenen senkrechte Berührungsebenen kennt. 

Sind A, und K, zwei sich schneidende Kegel, welche die optischen 
Axen von E zu Fokallinien haben. so bestimmt der Kegel A, eine Fläche #\, 
und eine Fläche @,. welche demselben unendlich fernen Kegelschnitt um- 
schrieben sind, der Kegel A, eine Fläche F, und eine Fläche @,, welche 
auch Einem unendlich fernen Kegelschnitt umschrieben sind. Die zu einer 
gemeinschaftlichen Mantellinie von A, und A, senkrechten Berührungsebenen 
an die Wellenfläche sind Berührungsebenen der 4 Flächen F\, @,, Fi, @; 
und zwar die eine von F\ und @,. die andere von F\, und @,. Jede Be- 
rührungsebene der Wellenfläche läfst sich also als Berührungsebene entweder 
einer Fläche @ oder einer Fläche F' betrachten; die zwei Flächen sind be- 
stimmt durch sich rechtwinklig schneidende Kegel, also sind die Erzeugenden, 
längs welcher sie von jener Berührungsebene berührt werden, senkrecht auf 
einander, weil die eine in der Normalebene eines Kegels A,, die andere in 
der Normalebene eines Kegels A, längs ihrer gemeinschaftlichen Mantel- 


linie liegt. 
Journal für Mathematik Bd. LIV. Heft. 10 
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10. 


Die zwei Arten entwickelbarer Flächen F und G sind die Polar- 
flächen der ellipsoidischen und sphärischen Kegelschnitte auf der Wellen- 
fläche in Beziehung auf ein Ellipsoid D, welches dieselben Hauptschnitt- 


ebenen wie die Wellenfläche und die Halbaxen ybc, yca, yab hat, wenn 
die des Killipsords G beziehungsweise nach denselben Richtungen a, b 
und c sınd. 

Denn die Polarfläche eines ellipsoidischen Kegelschnitis ist die Einhül- 
lungsfläche der gemeinschaftlichen Berührungsebenen der Polarflächen des 


Ellipsoids und des Kegels, die sich längs des Kegelschnitts schneiden. Das 


4 . . . Y . - y . 1 1 
Ellipsoid ist #& ähnlich (6.), hat also die Halbaxen —, Z —, wo m ver- 
ma’ mb’ mc 


schieden ist für verschiedene ellipsoidische Kegelschnitte; seine Polarfläche für 
das Ellipsoid D ist ein Ellipsoid mit den Halbaxen mabe, mbca, mcab, d.h. 
sine Kugel. Die Polarfläche des Kegels ist durch einen unendlich fernen 
Kegelschnitt vorgestellt. Die Polarfläche jedes ellipsoidischen Kegelschnitts ist 
also eine einer Kugel und einem unendlich fernen Kegelschnitt umschriebene 
entwickelbare Fläche, und daher durch zwei auf verschiedenen Hauptschnittebenen 
der Wellenfläche senkrechte Berührungsebenen bestimmt. Die vier Scheitel des 
ellipsoidischen Kegelschnitts liegen auf zwei Kreisen, in welchen die Wellen- 
fläche zwei ihrer Hauptschnittebenen schneidet; die Polarflächen dieser Kreise 
für D sind elliptische Cylinder, welche, wie sich leicht ergiebt, die Wellen- 
fläche längs der zwei Ellipsen berühren, in welchen die Wellenfläche dieselben 
Hauptschnittebenen schneidet. Die Polarebenen der vier Scheitel sind also 
Berührungsebenen der Wellenfläche und daher Berührungsebenen einer der 
entwickelbaren Flächen #', welche einer Kugel und der Wellenfläche umschrie- 
ben sind. Da nun diese vier Berührungsebenen die Fläche F vollkommen 
bestimmen, und ebenso die Polarfläche des ellipsoidischen Kegelschnitts, so 
fallen die beiden Flächen zusammen. 

Auf ganz ähnliche Art ergiebt sich der Beweis, dafs die Polarflächen 
_ der sphärischen Kegelschnitte die entwickelbaren Flächen @ sind. 

is folgt daraus, dafs die Wellenfläche in Beziehung auf das 
Ellipsoid D ihre eigene Polarfläche ist; d. h. dafs sie die Einhüllungs- 
fläche der Polarebenen ihrer Punkte in Beziehung auf D ist‘). 





*) Ein Satz, welcher bereits von Herrn Plüchker (Bd. 19 S.42 dieses Journals) 
aufgestellt worden ist, B. 
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n1. 


Die zwei entwickelbaren Flächen F und @, welche eine bestimmte 
Berührungsebene mit der Wellenfläche gemein haben, werden von dieser Be- 
rührungsebene längs zweier Erzeugenden berührt, welche Tangenten an die 
Krümmungslinien durch den Berührungspunkt auf der Wellenfläche sind; und 
die Berührungskurven der entwickelbaren Flächen F und @ mit der 
Wellenfläche sind die Krümmungslinien der Wellenfläche. 


Denn es sei wieder ON gemeinschaftliche Mantellinie zweier sich 
rechtwinklig schneidender Kegel A, und K,, welche die optischen Axen von 
E zu Fokallinien haben, 7' eine der auf ON senkrechten Berührungsebenen 
der Wellenfläche. T' ist Berührungsebene einer entwickelbaren Fläche F' 
und einer entwickelbaren Fläche @,, von denen die erste durch den Kegel A,. 
die zweite durch den Kegel AK, bestimmt ist (9.). Die Erzeugende von F' 
in T liegt in der Normalebene von K, längs ON, die Erzeugende von @, in 
T liegt in der Normalebene von A, längs ON. Geht man von der gemein- 
schaftlichen Mantellirie ON weiter zu der ihr unendlich nahen Mantellinie 
auf A, und betrachtet man diese als Mantellinie eines neuen Kegels K,, so 
erhält man senkrecht zu ihr eine Berührungsebene einer neuen Fläche F\, 
welche auch auf der Normalebene zum ersten Kegel K, längs ON senkrecht 
steht. Die Erzeugenden, längs welcher die zwei Flächen F' von den zwei 
aufeinanderfolgenden Berührungsebenen berührt werden, liegen in der Normal- 
ebene und die Schnittlinie der zwei aufeinanderfolgenden Berührungsebenen 
oder die Tangente an die Berührungskurve der Fläche #' mit der Wellenfläche 
steht senkrecht auf der Normalebene zu K, längs ON. Ganz ähnlich ergiebt 
sich. dafs die Tangente an die Berührungskurve von @, mit der Wellenfläche 
senkrecht steht auf der Normalebene zu KR, längs ON. 


Die Berührungskurven der Flächen F' und @ mit der Wellenfläche 
durchschneiden sich also rechtwinklig und in jedem Punkt der Berührungs- 
kurve ist die Erzeugende der einen Fläche Tangente an die Berührungskurve 
der andern. 


Ist nun ON Mantellinie eines Kegels K, und OS die entsprechende 
Mantellinie des Ergänzungskegels C,, R’M’ die Spur der (auf der Ebene SON 
senkrechten) Polarebene von S auf E für eine Kugel mit dem Mittelpunkt © 
und mit der Längeneinheit als Halbmesser, so ist (wie sich aus (4.) ergiebt) 
R'M' die Richtung der Normale zur Wellenfläche, welche zu der auf ON 

10 * 











76 7. P. Zech, die Krimmungslinien der Wellenfläche zweiaxiger Krystalle. 


1 . u a 
senkrechten Berührungsebene T im Abstand ,; von O gehört. Die Linie RM 
ist (4.) gemeinschaftliche Tangente an das Ellipsoid # und eine concentrische 


I: also Erzeugende einer entwickelbaren Fläche 4, 
der Einhüllungsfläche der dem Ellipsoid und der Kugel gemeinschaftlichen Be- 
rührungsebenen. Ist s unendlich nahe an S’ auf dem sphärischen Kegelschnitt, 
in welchem €. das Ellipsoid # schneidet, so erhält man eine neue Erzeu- 
sende r’m’ der Fläche F#, welche die vorhergehende schneidet und mit ihr 
die anf SON senkrechte Berührungsebene der Fläche 7] bestimmt, die Polar- 
ebene von S für die Kugel mit der Längeneinheit als Halbmesser. Ist A 
der Berührungspunkt der Wellenfläche mit T, r der Berührungspunkt der 


Kugel vom Halbmesser 


Wellenfläche mit der neuen Berührungsebene / an die Wellenfläche, die sich 
aus Os ergiebt, so ist Ar ein Element der Berührungskurve einer Fläche £' 
mit der Wellenfläche. also senlirecht zur Ebene SON, der Normalebene des 
Kegels A, längs ON. Denkt man sich also durch Zr eine Ebene parallel 
zur Ebene M’M'm'r', so fallen die Parallelen zu A’M' durch & und zu r’m' 
durch r in diese Ebene. d. h. die Normalen in Zt und r zur Wellenfläche 
schneiden sich. Die aufeinanderfolgenden Normalen der Wellenfläche längs 
der Berührungskurve einer Fläche #’ mit der Wellenfläche schneiden sich, 
diese Berührungskurven sind Krümmungslinien der Wellenfläche, also auch 
die sie rechtwinklig schneidenden Berührungskurven der Flächen @. 

Da die Wellenfläche Einhüllungsfläche der Flächen #' oder der Flächen & 
ist, so kann man auch sagen, die Charakteristiken bei diesen zwei Einhüllungs- 
arten seien die Krümmungslinien der Wellenfläche, 

Nur die eine Reihe Krümmungslinien (die auf den Flächen #’) wird 
durch folgende Definition bestimmt: Eine Krümmungslinie der Wellenfläche 
ist der geomelrische Ort der Berührungspunkte aller sich gleich schnell fort- 
pflanzender ebener Wellen mit der Wellenfläche. Darunter befinden sich die 
Berührungskreise der singnlären Berührungsebenen. 


Stuttgart. März 1857. 
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8. 
Über das Flächenpotential. 


(Von Herrn W. Scheibner in Leipzig.) 





Her: Juı Weingarten hat im 49sten Bande dieses Journals die Dif- 
ferentialgleichung, welcher das Potential 


Ki (de y(on,ödiedand 
III VER H+n— NH 3) 


eines beliebig gegebenen Körpers in Bezug auf den Punkt (x, y, 3) genügt, 
auf eine sinnreiche Weise abgeleitet. Mit Hülfe der leicht beweisbaren Formel 


Vartbtet Zurhl. Pref 


läfst sich das Tripelintegral für V in ein sechsfaches transformiren von der Form 


: 1 ee 2 En ,—.: dtdudv 
v 67 IR S N >) 5 Se P2=) u t n Zuani )ı oo... 
Un? JJI. P\S5 9 -)ds dn dZ I. P u?+v° 


Soll nach den Coordinaten des angezogenen Punktes differentiirt werden, so 
ist in dieser Form die Differentiation unter dem Integralzeichen auch in dem 
Falle auszuführen erlaubt *), wenn der Punkt dem Körper angehört. Man er- 
hält dadurch ohne Schwierigkeit 


n2rv Nn2T n2 un fa An 
oO 1% ! [®) v N O’V 1 NV .. 6e, PR [7 (Ext4 7 -yu+Ll—zrv)i 

2 | 17 ur Im? Pp(5 n,6)ds dndcfffe Ds dt dudv. 
OX oy’ ! 02 27 BA 


Da in dieser Gleichung die rechte Seite durch ein Fourzer’sches Integral von 
bekanntem Werthe ausgedrückt wird, so folgt schliefslich 
r , 87, 9V 
O2! a! 
welche Gröfse im Innern des Körpers seiner Dichtigkeit proportional ist, aufser- 
halb desselben aber verschwindet. 
Für das Flächenpotential läfst sich vermittelst derselben Substitution der 
Satz beweisen, dafs beim Durchgang durch die mit Masse belegte Fläche in 
einer beliebigen Richtung der Sprung der nach der nämlichen Richtung zerlegten 
Attractionscomponente gleichfalls der in dem Durchgangspunkte stattfindenden 
Dichtigkeit proportional ist. Es sind dazu folgende Transformationen erforderlich. 





























nn — Ange, Y; 2), 





*) Wegen der Rechtferligung dieser Behauptung sehe man die Nachschrift zu die- 
sem Aufsalz. 
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Sei df ein Element der gegebenen Fläche, deren laufende Coordinaten 
in Bezug auf ein beliebiges rechtwinkliges Coordinatensystem wie oben durch 
&, n, & bezeichnet werden sollen. Das Potential für einen Punkt (z, Yy, 23) 
wird dargestellt durch das Doppelintegral 


ww — j i p($, LI: )df 
We 2)’ +m—y)’+(&—3)' 


= 








ausgedehnt über alle Punkte der mit Masse belegten . deren Dichtig- 
keit die Function 9($,n,{) ausdrückt. Wenn wir der Kürze halber in der 
Richtung der x Axe durch die Fläche hindurchgehen, so haben wir den Sprung 


zu untersuchen, welchen der Differentialquotient 





bei diesem Durchgange 


OX 
erfährt. 
’ w ; DW . 
Bezeichnet man durch (==? den Werth, in welchen a. übergeht, 
Ox x+th OX 
wenn man z+4 statt = schreibt, so wird für unendlich abnehmende Werthe 


von A die Dillerenz 
n 
(a), 


die Aenderung darstellen, welche der Differentialquotient Z 


Ö 





- beim Durchgange 


durch den Punkt (z,y,2) in der Richtung der x Axe erleidet. Diese Aen- 
derung ist im Allgemeinen verschwindend klein, und kann nur dann einem 


7 


n \ ' 
endlichen Betrage gleich werden, wenn = unstetig wird. d. h. wenn der 





Punkt (x,y,2) auf der Fläche liegt. 
Nun giebt die Differentialrechnung 
om gm Win —W Au f W—-W,_: 


folglich den Werth der Differenz 











Wert Ws —2W 

h 
wo für W die Integralausdrücke zu substituiren sind. Das oben gegebene 
Doppelintegral soll zunächst in derselben Weise wie der Ausdruck des Kör- 
perpotentials transformirt werden. Damit folgt 


1 = Mi ni <- f En tt neu zv)i dt dudv 
V = Nr er Dafffe RT "Fhef 


und weiter 





A = lim 








2 . EEE Be urn Ssin’4ht didudv 
4—= — Zimf/g& n, Harfe t+n—yu+L—zv) Plaehoe 
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Für das Flächenelement gilt der Ausdruck 


df — dnd£ 


cos«@ 





wenn o, /, y die Winkel der in df errichteten Normale mit den Coordinaten- 
axen bezeichnen. Vermöge der Gleichung der Fläche ist & als Function von 
n und { bestimmt, und, wenn der Punkt (x,y,2) auf der Fläche liegt, wird 
—=r für n=y und {=2z. Folglich hat man nach dem Taylor’schen 
Satze die er 





£ 0’y 
= + NIE Han 
da aber in dem zu findenden Integrale nur die dem Punkte (2, y,2z) un- 
endlich nahe liegenden Flächenelemente von Einflufs sein können, weil durch 


Bo Ki i m, a 
die übrigen Theile der Fläche in dem Werthe von Au keine Unstetigkeit hervor- 


gebracht werden kann, so brauchen wir nur so weit zu integriren, als die 
Tangentialebene im Punkt (z, y, 2) mit der Fläche zusammenfällt; d. h. wir 
dürfen die in die höheren Potenzen („—y)’... multiplicirten Glieder in der 
Entwickelung für $ Br und erhalten 


= — Zlimff LARR/ERG anasf/ fe 7 +71) i+(— lv Er): sin’4ht dtdudv 
c0s« h Utu’+v? 


Führt man jetzt statt der Integrationsvariabeln Z, u, vo drei neue Ver- 
änderliche 











Ye 


A ı O8 ie 
| 


! —ht, u =. 





Q) 
I 


ein, so bleiben die Grenzen des Integrals unverändert, die Functionaldetermi- 
nante ist A, folglich nach bekannten Regeln 


N) (£ “ % er w 2 
4— —Zlimff FE 6) dr, I sin + di du! dv 
Y: "(un 2 A) Ho a 


In dieser Form hindert Nichts, wenn man zur Grenze übergehen will, A unter 
dem Integralzeichen unendlich abnehmen zu lassen, wodurch die einfache 
Gleichung 


,. N, u gm 
4 NEAR aff! 5] N; N dr ff sın 2t di du dv 
) 5 c0s@ VI t 


4) +(& 














hervorgeht. Bezeichnet man durch a, d, c die Winkel der im Punkt (z,y, 2) 
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errichteten Normale mit den Coordinatenaxen. so wird 


1 
du (dan 
4 =) or 
+ +) 
Von den Integralionen ergiebt sich zunächst die Integration nach # vermittelst 
der Formel 


"sin? Hi | - 1 — cost f 1 ı 
I Fed = Tr -] ds "d=2 


« 
— IL () 





cosia = 











und damit 








cos’a f/ yi&,n,£ ” ei: — | gu 1. 
4 = Fe ff PERL ndc Sfr du do, 
T ı cos«& 4 


Die rechle Seite dieses Ausdrucks ist jetzt wiederum auf die Form eines 
Fourier’schen Integrals redueirt, und giebt ohne Schwierigkeit, da « in a 
übergeht, wenn man x, y, 2 statt 5, n, & schreibt: 

1 == —4ng(a,Yy,2)cosa. 
0. E.D. 





Nachschrift. 


Ich will im Folgenden einen Weg mittheilen, auf dem man sich. dünkt 
mich, von der Berechtigung der Differentiation unter dem Integralzeichen bei 
dem MWeingarten’schen Beweise überzeugen kann. Schreibt man zur Ab- 
kürzung 
yp(5,1,&)dsdndI = dm, dtdudv = dw, (<— x)! {+ (n—y)u-4(C—z2)v=H 


und betrachtet das Integral 


V —— N. inne dm dw “ 
h In? Pu’ + 0? 


mit den bekannten Grenzen der sechsfachen Integration, so kann, wenn % eine 





beliebige positive Constante bezeichnet, jedenfalls unter dem Integralzeichen 
zweimal nach x differentiirt werden. Denn setzt man 








n N ® aa Uran vun t 
V, = — A ne vr) _ dın dw 
h In? tu? +v? d 
vl — Bi. efi—h(i:+u4v2) R dın dıw 
7 2n? tu? +v? }) 


so sind W,, Y;, #7 drei Integrale, welche bestimmten endlichen Werthen 
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gleich werden. wenn man an die Stelle ihrer einzelnen Elemente überall deren 
absolute numerischen Werthe (für die imaginäre Exponentialgrölse den Modul 1) 
setzt. Dies lehri der blofse Anblick der drei Gleichungen 


.. dm dw u a I en 
fe er — fdm e'" dr / sin ds / dy; 
“PP € . j 


() 0 


1 


’ Vt: > ex 7 , en 
Je" ru‘; u’) PLeLE dm dw — /dm e'"rdr [ 2sin‘s cos I dI / de, 
’ ru u :; ® 1% 


0 u) 


ur 4 l } B- ; ” ® 2 09 ‚N . ) i 
Je ae — dndo — dm e" rdr / sin + cos.) 43 f dıy. 
"+-u’rrv" r tt 


U) 0) 





Den Reihen analog, welche unabhängig von der Anordnung ihrer Glieder con- 
vergiren,. haben, wie Derichlet gelehrt hat, solche Integrale die Eigenschaft. 
bei anderer Vertheilung ihrer Elemente, in Folge einer Veränderung der In- 
tegralionsordnung oder der Einführung neuer Variabeln, ungeändert zu bleiben. 
Geht man nun von der Gleichung für V,’ aus, und integrirt auf beiden Seiten 
nach z zwischen beliebigen endlichen Grenzen, so folgt 


2, 1 I Pier t? 
Vıdı = — | | fer run) ——— din dw | di. 
J e an!) \ ’+u+v' 


Da aber aus demselben Grunde wie oben, die Umkehr der Integrationsordnung 
hier erlaubt ist, so erhält man, wenn man zuerst nach x integrirt, 


f) « N » ö j 1 » 
fı ‚dr = const. — a as rust4vd) __—— dmdw — c—V; 
. d 














"+u-v 
. oV/ 
oder IH = — die 
Or 
4 . . x . . oV, . 
Ebenso beweist man die Gleichung V/ == —— und damit 
- 
u er 
or? a h’ 


Da für die Dillerentialionen nach y und 2 die nämlichen Regeln gelten. so 
folgt jetzt ohne Schwierigkeit 
2277 n277 NY > 
ci rt 2 ‚A HREN®  Jeren> dmdu. 
a A ar 
Lälst man auf beiden Seiten dieser Gleichung die willkürliche positive Con- 
stante 4 ohne Grenzen abnehmen, so geht V, in das Potenzial V über, und 
da auf der rechten Seite gleichzeitig ein steliger Uebergang in das Fourzer’sche 
Integral stattfindet, so geht mit völliger Strenge die Gleichung hervor: 
eV, er, av 
dr I 9° 7 + ee 


Leipzig. im Januar 1857. 
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9. 


Darstellung der elliptischen Funktionen durch 
Potenzreihen. 


(Aus den hinterlassenen Papieren von ©. @. J. Jacobi mitgetheilt durch €, W. Borchardt.) 





D: vier Reihen 


92 — 1—2gc0s22 - 2y’cos42 —2g’cos6r-+ -- 
4 4 4 
I. = 2! sinz — si I /a’sindr — --+} 
2 —= 2,ygsinz— yg sindr-— yg’sinda t 
4 5 4 
OP 7 nl 5 Ians R Se0SsAr -- s..) 
I,2 — 2,)gc0ose-- yg coSIL-—ygy’cosdIr — ++t 
3,2 — 1- 2gcos?r -- 2y'cosdr + 2g’cosbr - 


bilden den Nenner und die Zähler der Brüche, durch welche ich in meinen 


Hundam. Nor. die elliptischen Funktionen 


2 2K.r 1 2Kr 


ksinam . cosam 1am 
» EEE ry > Bi —..“ 
m \” er 








4 


dargestellt habe. Ich will im Folgenden diese vier Reihen nach Potenzen von 
x entwickeln. 
Man hat hiezu ein einfaches Mittel durch die in die Augen springende 


Eigenschaft dieser Reihen, dafs wenn man 


logyg = h 
setzt. ihr erstes nach % genommenes Differential den entgegengesetzten \Verth 
wie ihr zweites nach z genommenes’Differential hat. Hieraus folgt sogleich 
auch, dafs ihr a“ nach % genommenes Differential ihrem (2m)”” nach x ge- 
nommenen Differential gleich oder entgegengesetzt ist, je nachdem m gerade 
oder ungerade ist, so dafs man die nachstehenden Gleichungen hat: 


ordr 1)" ordr 
u BE . 














er 
u FE a u AR} 
ort I’ Bxr0h® ° 
dr _ ,_mdrdr 
or” \ J ch” ’ 
2 Fr — (—1)” en Fr 
or!” oh” 
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Um die vorgelegten Entwicklungen zu erhalten, mufs man die Werthe 
kennen, welche die nach x genommenen geraden Differenliale von Ya, 9,0,.9,.r 
und die ungeraden Differentiale von 9,2 für 2==0 annehmen. Wenn man stall 
dieser Differenliale die Ausdrücke rechts selzt, so erlangt man den Vortheil. 
dafs man den speciellen Werth 0, für welchen allein man ihre Werthe zu kennen 
braucht. vor den nach 4 anzustellenden Differentialionen in die Funktionen 
OU, (x) 


) ( L /y OxX 


. (lt). le, 


substituiren kann. und dann nur diese speciellen Werthe, welche sie für #—0 


annehmen. nach 4 zu differentiiren hat. Nach in den Fund. nov. gegebenen 


Formeln hat man 


' 2kK nun /2k' K 
, "mo Y—: +(0) = | i 


7T 


/2K 


gt 








9,0) | 


N & 


OPEL 2 ’ 
und es wurde dort der Werth, welchen 2, für 2==0 annimmt. gleich dem 
LE a 


Produet der vorstehenden drei Werthe gefunden oder gleich 


Ver) 


Wenn man daher nach den nach = ausgeführten Differentialionen « —0 setzt. 





so erhält man 























am /2K 
a... ine Ay. n 
or" Oh” 

„ae 2KN\’ 
mtr nyeer /(Rr() ) 
rn le se 

(1.) zm /2kK 
o"d,xr — (—1yr u. 
or?" oh” 

am 3/2 K 

BE ' Eu. nt 
Te oh” 


Hieraus folgt zufolge des Maclaurin’schen Satzes, wenn man mil A, A,, A, 
die drei Gröfsen 





2K RK 2W K 

Bao: os <hK — A. — A. 
gT A q 

und mit Z/n das Product 1.2.3...n bezeichnet 


11 * 
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u ee 
F,4 = yA ah U? | oh: IA 3 116 























(2.) ee YA, 2° , OyA = o’yA 
Pr au DE oe Me 

g 7 FOR oy e A, x® O’yA, x’ o’yA, gr 

d2 = gr ne 

| oh 12 | m Ma 5 16 
Ferner. wenn man 

2K 
D= yr()) 
selz!. 
oD rs’ oD +’ o’D + 





3) em Drs tan 5 +.. 
3.) ae D.z oh 1I3 ' oh’ II5 oh’ II7 
Ich will jetzt die Formeln angeben. durch welche man die nach A 


‚enommenen Differentialquotienten am bequemsten nach einander findet 




















Es sei 
p 2 fr eogie  _ 2E_jn2h 
T« vi—k’sin’gp) st 
31 fi Er © 
B, = —/ } 1— k sın g)dy = To: 
OR 2 ii sin’gdg . Ayan. BE 
Be a WW yi-k:sin?g) K\n zn /’ 


so wird. wie ich einer früheren Abhandlung (Bd. XXXVI S. 100 dieses 
gezeigt habe. 


Journals oder Bd. II S. 24 meiner mathematischen Abhandlungen) 























A _ 248, = MEAN, 
A — 24:8, a — IA, 
— — 24,B., a pr we A 
IE — — I u BEP APR ne 4ER, 








oh oh 


man dlogg durch AdA ersetzt hat*). Aus der letzten 


- 


in welchen Formeln 
dieser Formeln folgt 


*) Die hier gebrauchte Bezeichnung unterscheidet sich von der in der angeführten 
die hier B, 


früheren Abhandlung angewandten überdies noch dadurch, dafs die Gröfse, 
dort = —b, gesetzt war. Diese Aenderung ist der Symmetrie der Formeln we- 


heifst, 
gen nothwendig. 
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log 2h’h” TE 9.41— 2%? RER 
AT — = 41-2) 4, te — 3A, 
12 ‘ 
Se 8.4(——1) | 
n = N Fe — 337.4: 
oh ei Du 19 an = Tr dr 


FOR... Pe 
oh — a(m—1)A:, 2 ) —_ gg 








Es ergiebi sich hieraus, dafs wenn man respective 

















| wi 2K 2IKK 2h'K 
mit A eıme der Gröfsen —, r a j 
st zı st 
‘ » 2K 1 i 1 /2E 2 
mit B eine der Gröfsen ann —k"— , RR... IB. 2y, 
st st k n kW \n r 


. 2 
mt a eine der Gröfsen A1—2k),. | — 4 — 1), 4 (r _ 1). 
—_2K*° — 26° 


IR BR h' . 


mit b eine der Gröfsen 2,k", 








bezeichnet, wo immer a —16(1— 2b), zwischen den Gröfsen 


A, B a,b, h 
die Differentialglechungen 





ch oh 
(4) öB | ob 
= 4); 7, dA 


Statt finden. 
Der vorstehende Satz gewährt die grofse Erleichterung, dafs man die 


nach % genommenen Differentialen der drei Funktionen 
/2K /2kK /2k' K 


ir | Be er ach, 


welche zu suchen sind, durch dieselben Formeln ausdrücken kann. Hat man 





« ® 
nämlich den m'" nach A—= logyg genommenen Differentialquotienten der ersten 
dieser Funktionen durch 


1 E o 2 2_r 
st gt 


st 


a—4ak"—k), b= 2h’k” 


’ 


. . ‚/2kK 
ausgedrückt, so erhält man denselben Differentialquotienten von En wenn 


man in diesem Ausdrucke die Werthe 
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iR 12 22 
ad Li RE „_ AMEN), , „_02 
77 kn’ k° h* 





ac 2WK 
substlituirt, und denselben Differentialquotienten von | 7; wenn man wieder 


in dem nämlichen Ausdrucke für A, B, a, b die Werthe 


2W K 2E | A1-+k? 2%: 
aa g_i er, „— 44+B) a. 


GT / n st st h' j . I du 





seizt. Man wird daher auch die vorgelegten Entwicklungen der drei Funktio- 
nen 4,2, 4x, Jx durch dieselben Formeln darstellen können, wenn man die 
Entwicklungseoeffieienten durch die Gröfsen A, B, a, b darstellt, und dann 
diesen Gröfsen die drei verschiedenen im obigen ne ET Bedeutun- 
ven giebt. Man hat ferner 


— yY(kr()) = y4b-yA; 


wenn man den Gröfsen A und 5 ihre erste Bedeutung beilegt; und wenn 





man in dieser Formel den Gröfsen A und 5 ihre beiden andern Bedeutungen 
oiebt. erhält man keine andere Veränderung, als dafs der Ausdruck mit einer 
Ss" Wurzel der Einheit multiplieirt wird. Man wird daher den nach A ge- 
nommenen Differentialquotienten dieses Ausdrucks und daher auch den Ent- 
wicklungscoefficienien von 9,x drei verschiedene Formen geben können. 
wenn man sie durch die Gröfsen A, B, a. 5 ausdrückt und dann diesen 
Gröfsen ihre dreierlei Bedeutung beilegt. wobei man nur die zweite und dritte 
Form. welche man so erhält, noch durch v1 zu dividiren hat. 

Man bildet die verschiedenen Differentialquotienten von yA nach ein- 
ander mittelst der sich aus (4.) ergebenden Formel 


. Mu oH De Ä a ‚oH 
(3.) en 24°B 7 - -b4 — ab A’ —— 27 — 165. 3° 


in welcher H eine beliebige Funktion von er B, a, b bedeutet. Durch wie- 
derholte Anwendung dieser Formel ergiebt sich 


1 1 
A?’ = A?, 


L 
0.4? te A?B 





oh 
2 3 5 8 
er — 34?B? 154°, 
1 2 
0°.4° e4im | um| 3 
—— — 15.4?B’1554?B--ab4?. 
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2 45 . m r i 
er — 1054?B' + 21064? B° +4 28abA”B-- (ab — 1) A®, 

. e il 15 u z 
Ar — 9454°D’ +- 315054? B’ + 630464? B’--45 (ab — b’) A?B 


+(@b — 6ab}) A? 
u. Ss. w. u. S. w. 
Man sieht hier, dafs abgesehen von den Zahlenfaktoren die Coefficien- 
ten in jedem Differentialquotienten von Anfang an dieselben werden, nämlich. 
wenn man dem fehlenden Gliede den Coefficienten Null giebt, die folgenden: 


1. 0, ad, ad —b, ab— Gab’, elc. 


Man sieht aber aus der angegebenen Art der Ableitung keinen Grund hiefür. 
Ich will daher und um ein Beispiel für diese Ableitung zu geben die Coeffi- 


1 
0°. 4? 
— aufsuchen. Be- 
oh’ 


1 . 
zeichnet man den zuletzt angegebenen 5'" Differentialquotienten von A? mit IE, 


cienten der drei letzten Terme in dem Ausdrucke von 





so hat man zufolge (5.) die vier Ausdrücke 


‘ 2 ol 3 oH 2 oH 2 oH 


zu bilden und dieselben zu addiren. Diese vier Ausdrücke ergeben respective 
die Terme 


21 23 
355 (05 — B?) A?B? 1 (2106 — 126ab?) A?B, 


9450.42 B° 4 126005 A? B--45 (a8 — P) AR, 
21 23 25 
630054? B 1-(450@b— ab’) A?B (ab 12a) 2, 

21 23 25 

— 100808? 42 B? — 1440aB? 4?B 1 (— 480° -1- 960°) 4%, 


und deren Summe 


21 23 25 
1485 (a’b — B?) AB? -H 66 (ab — 6ab?) ATB (ab — 154°? 516°) 4°, 
wo die beiden ersten Terme wieder die Factoren 5 —b’ und a’b — 6ab’ 
haben. 


Man multiplicire jetzt A® und die angegebenen Werthe seiner Diffe- 


rentialquotienten nach einander mit den Gröfsen 
— r? . — r° x 


un2’ 74’ N’ 718’ 1710 


1, 
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oder. was dasselbe ist, mit den Gröfsen 


) Eu zi\? 

x° @) ee 5) 1 (3) 1 e ) 

Ai m 73.4, 13 1.3.5° m4'1.3.5.7° 5 1.3.5:7.9 
und addire die erhaltenen Producte, so bekommt man zufolge (2.) die Ent- 
wicklungen von 9,2, 9X, 97, je nachdem man den Gröfsen A, B, a, b 
die verschiedenen angegebenen Bedeutungen giebt. Ordnet man die erhaltene 
Summe nach den Funktionen von « und 5, in welche die einzelnen Terme 
multiplieirt sind. so erhält man: 


wur 















































Eh aD: , 2 FE 1 AB.a"\’ | AB.. 
A ET N 2 = au 2 )- - 05 =) = Vrg 
bA?.a!\, AB.s* AB.. Be 
ir 253 2 +55 )- 5 4 0 
abA? m Als” „1: Az } 
u 1 RM: US b} I). Br 
("b—)A®T.x° | AB.x* | AB.x 
IS ee 35 ) BEL 
(ab—6ab>) A? .x"" | Rt 
IT10 ee 


(a'b—15a?b’-+-515° )A Tr } 
1 — 00.8 \ f 
| 113 44 | us w. 





Dieser Ausdruck läfst noch ein anderes Gesetz erkennen, wonach man auch 
die Zahlenfactoren allgemein angeben kann, mit welchen dieselben ganzen 
rationalen Funktionen von « und 5 in den verschiedenen Differentialquotienten 


l 
von A? zu muliiplieiren sind. Die in Klammern eingeschlossenen Reihen wer- 
den nämlich, so weit man aus der hier geführten Induclion ersehen kann. 
dieselben und der aus der Entwicklung der Exponentialfunktion 


e” 1 ABx? 


sich ergebenden Reihe gleich. Bezeichnet man daher mit 9x eine der drei 
Funktionen 9,2, 9x, Ir, je nachdem man den Gröfsen A, B, a, 5 ihre 
dreierlei Bedeutungen giebt, so erhält man zufolge der angestellten Induction 
» RER A'r* A'’r® 8 ‚8 
(6.) IL == yAe-ttrx (1 +r Fi rt Hd mdi-), 


2774 u en I: 
wo 





(T.) f, = b, y, = ab, 1, = ab — bab', 


r,— ab —15u°b’ -- 516’, etc. 
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Man sieht aus diesen Ausdrücken, dafs die Funktionen r, rationale ganze 
Funktionen von a und b sind, und zwar, wenn man der Gröfse a eine, 
der Gröfse b zwei Dimensionen beilegt, homogene Funktionen der i'”" Di- 
mension. 
Vergleicht man die Ausdrücke (6.) von 9x mit dem Ausdrucke (2.). 
oyA a" ,oO’yA #* BR 


De u EA et .. 
’ y4 oh IHI2 ' oh* 114 oh? II6 Ä 








so erhält man 


(8.) ” Zn — yArrtı (m), B”-- (m),r,B”— A’-- (m);r,B” A’.-- (mm) 





. mi 
oh m? mA 9 
wo der Zahlenfactor 
II(2m) nis Ele es m .m— 1...m—ı+4 
ze R; )- ee © 
I) DTM ATD@r3).. @m—1) 73735, 


gefunden wird. 


Ich will jetzt die Bedingungen untersuchen, welche Statt finden müssen. 
damit die beiden im Vorigen durch Induction gefundenen Gesetze sich erhalten. 
Diese Gesetze bestehen darin, dafs wenn man den Ausdruck (8.) noch einmal 
nach 4 differentiirt, in dem neuen Ausdrucke die algebraische Funktion, 


2m+3  . 

u ak . 710° . .. . 7 
welche in A ° multiplieirt ist, unverändert =; bleiben, und der Werth 
des Zahlenfactors aus (zn); durch Aenderung von m in m-+-1 erhalten werden 
mufs. Zufolge der Formel (5.) hat man 








SE — 20B5G +54 25 +abarIı . 
Der Term 
2m+3 . 
A? mi 


entsteht zufolge dieser Formel aus den drei Termen 


2m+1 


(m);r;A * "Bei, 
gend. 
mr. "Bein, 
u N 


mr A: "Bein 
und erhält den Factor 


(Qm-+ 2:1) (m\;r;+ (m— +2) (m) ar,_.b+ (Ma Se —— ab — 16(m);_ı Se nn —b. 


Journal für Mathematik Bd. LIV. Heft 1. 12 
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Dieser Ausdruck muls = (m--1);r; werden. Es muls daher 
(10.) (Qm--%--1)(m);— (m-+1);ir Tr 2) (m);_: 


or;-ı Or;-ı 
m): ‚ab 181. Bi — (0) 
+ il ob ( il oa 








sein. Diese Gleichung, welche eine Relation zwischen den Funktionen r,;, 


r;_,, F,_, ausdrückt, mufs von der Zahl »» unabhängig sein, wenn diese 


Funktionen selbst von zn unabhängig sein sollen. In der That hat man 








i (m-+-1)( em+1), (i—1) | 
n-1); = (m);, m)_ı = ——- (m); 
| / m—it1l Ji> \ )i 1 m—i-+1 Ab Ji> 
also 
14 EEE TEE VER ER ru.) BE 
‚m a (“m - 7 ) (m); = 2. >11 m); = (im);_ı; 


überdies der zweiten dieser drei Gleichungen analog 
m—?-+-2) (m); = !—1)(R —3)(m);_ı 


Die Gleichung (10.) verwandelt sich daher nach Division durch (»“);_, in die 
folgende: 


n ;. 95__9Q\ BR \ Or;_ı er N or;_ı 
1) n—-d-NUi-Hbrn. = ba 16 I be 


in welcher a» nicht mehr vorkommt. Wenn für einen gegebenen Werth 


an 


ın 


4a 
von n in dem für 8 gefundenen Ausdruck (8.) die Zahlenfactoren (m); 


die ihnen durch die Formel (9.) gegebene Bedeutung haben, und die Funktio- 
NEN Fu. 9» 7, 73... 7, So beschaffen sind, dafs zwischen je drei auf einander 


foleenden die Gleichung (11.) Statt findet, so ergiebt sich aus dem Vorher- 


Am-+1,/ 4 
0 u O V- . ; 
gehenden, dafs die »a--1 ersten Glieder von Sim die folgenden sein werden: 


ya im--1,,B"t! 2 (m 1,r, Br 4°- "(m+1),r, BA’... 
+(m-1)„r„ BA”! 

Damit daher das durch die Formel (8.) gegebene Geseiz auch für den nächsten 

Werth von m gelte und daher allgemein gültig sei, braucht nur gezeigt zu 


» * or+i [2 * 
werden, dafs der in dem Ausdrucke von 2. 777 noch hinzukommende eine 
Term 

Arm+3 1 2m+3 +1 
} A " . (am u. DE RR ‚Art — yA mr . LT m 


dasselbe Gesetz wie die übrigen befolge, oder dafs 


ATX m (2m —1)brn_. + ba rm 165=}- 


Di 04 
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Dieser Werth von r,,, ergiebt sich aber vermöge der Formel (5.) durch 


die Differentialion von (8.). Es sind daher die durch die Induetion oefundenen 
Resultate bewiesen. 


Durch ein ganz ähnliches Verfahren erhält man nach und nach die 
nach % genommenen Differentialquotienten von 


— ya ()) = YbyA 


’ y eo— 
BR ze k?"— k’—1 d, B == AR = y4b 


so wird die Formel (5.) 


Seizt man 








OH 2. 19H _ a 
(12.) Fi 24#B aA +0 oA ET A 

Durch die wiederholte Anwendung dieser Formel erhält man 

D m BA® 

- — 384? B-+ 0948 

o’D m Em u - 

Im = 1554? BD’ -- 1008.42 B--(B—2f’) A? 

o°’D 9 a b) - 13 15 

m = 1055 4?B’-+- 1050.94? B’-- 21 (ed — 2°) A? B-- (eo B — Haß) A? 

u. Ss. W. u. Ss. w. 


Multiplicirt man diese Ausdrücke der Reihe nach mit 


x° x’ x' 


2%, 7> 71° m 


u. S. W., 
so erhält man durch die Addition der entstehenden Producte zufolge (3.). 


9) — BAtr|1— = +7 )- 113 3) *r 


— 7, BA? 1 en He 5 


1 u |, ABat 
a BEE +...) 











(@B —— 6«/°) A?r | 1— .-- | u. S. W. 


oder 


— m Se A’r? A’r e} Ar’ 
(13) = y4Ae“? |, Ar— $1 735° —t 7 115 -, +), 
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wo 
Ga ß, 5, — aß, %, = P(o — 2°), $, — oe (a — 6% yy etc. 


Man wird hierdurch auf den folgenden allgemeinen Ausdruck von a geführt, 
he 
o”D 


u YA” Ilm]s,B” + [?n],s,B”'A-+ [2 ],:B”" "A, Ir ]|.sm Ans; 


oh” 


(14.) 


Wo 





nei er II(2m +1) 
(15.) [m], MORE 2n-iI](m- — ?) II 2:1) 








ER TN ei 
— (3-3)(2i15)...(2m-11)” re +, 


Durch Differentiation von (14.) ergiebt sich vermöge (12.) zwischen den drei 
auf einander folgenden Funktionen s„_ı, Sms Sm+ı die Gleichung 





(16.) say = 2m(2m-1)P*s._ re — 8: 8m I 
Man kann diese Induction ganz auf dieselbe Art, wie im Vorhergehenden, zur 
allgemeinen Gültigkeit erheben. Es wird aber um so mehr genügen, dieses 
in dem vorigen Beispiel ausgeführi zu haben, als man auf folgende Art un- 
mittelbar zu den gefundenen Gesetzen gelangen kann. 


Es sei nämlich 
— Ar 
und 
(17) a) = YAet U, 
so wird. wenn man (x) als Funktion von z und A, aber U als Funktion 
von u und A ansieht 


nn YAeritm | AT 


OX 


oU r 
ou — But I 


und durch nochmalige Differentiation 


ne nn /4e —}. 1Rx? l A? U 


ox° ou? 








« oU N 2,2 r 
— 24BuT + (B’W—AB)U\- 


Man erhält ferner zufolge der oben gegebenen Formeln, 


VA. yo 0.Ab 
an vyAB 





— 2AB’ 54, 


und daher 


ZB TE EU EU 


oU , EU) 
ou T ah) 


Durch Substitution dieser Ausdrücke verwandelt sich die partielle Differential- 
gleichung 





Fl) , OU) 


en 


ox” L oh 
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in die folgende 
U , SU 
de I ah 


Führt man statt der Gröfse A die Gröfse a ein, so dals U als 


A — HARD. 





Funktion von « und @ angesehen wird, so erhält man, da zufolge (4.) 


da = — 16b4’dh, 
nach Division durch 4°, 
OU ur 
(18.) Er _1652 = — Ib. 


Da die Funktion U sich in eine nach den ganzen Potenzen von w° aufsteigende 
Reihe entwickeln läfst, deren erster Term 1 ist, so seize man 


2 4 


u u we ; 
a eurer. 
Substituirt man diese Reihe in die für U gefundene partielle Differentialglei- 
chung (18.), so erhält man 
pe O 
und allgemein 


(20) 7,16 m — 


@—1) 8 —3)br;_ 





Die Gröfsen @ und 5 sind mit einander durch die Formel 











— 16(1— 2b) 
verbunden, aus welcher 

"SE 

04 
folgt. Es ist von Vortheil die Funktion m als homogene Funktion von «° und 
b auszudrücken. Man hat dann in der vorstehenden Gleichung für 1 un 
zu seizen 
u. ari—ı = a or;—ı 
wodurch sich dieselbe in die oben a Zn 
16a _HTa — GINA —3)br. 
21) n+18 = —- dr = d-1i— br; 

verwandelt. 


Mittelst dieser Gleichung erhält man aus dem Werthe der ersten Funktion 
r,—1 den Werth r,=0 und hieraus nach und nach die übrigen. Durch 
dieselbe Gleichung wird zugleich gezeigt, dafs, wenn man für ein nicht 
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negatives i 
"z42 == bf;(a’,b), "4, = aby;(a, b) 
selzt, die Funktionen f;, g; ganze homogene Funktionen von a und b 
vom ©" Grade, und deren Zahlenfactoren ganze Zahlen sind. 
Setz! man wieder Ar = w und 

9,2) = YyAetrr U, 
und sieht wieder 9,(x) als Funktion von x und A aber U, als Funktion von 
“ und a an, so erhält man ganz auf dieselbe Art 








> \ o’U > 0 4 arFr 
(22.) —- — 165 z— IbwWV,. 
on“ ot .. 


Da die Funktion ÜU,, nach den ganzen positiven Potenzen von x oder von u 
entwickelt, nur die ungeraden Potenzen der Variablen enfhält, so kann man 


’ _ u u’ u 
33. f = Ss, U — $ı ——— — SS, —— — SH —— “E elc. 
) ‘nn '” m ci 
selizen. 
1 


J 


Der Werth des ersten Coeffieienten s, wird der Werth von ou, für 





O4 
i 04, (x) 
«(0 oder der Werth von ——-,„ welcher 
yA’or 
i 4 
[> — yıb = $, 


ist. Substituirt man die Reihe (23.) in die partielle Differentialgleichung (22.). 
so erhält man 





24) HB — G—1)i—1)bs,_.. 


oa 


oder wenn man s als Funktion von a und 5 betrachtet. 





zu O8; _ı Os; _ı . . 
2; $.-. nee ED Yancıı a 52. 
(25.) 5; 165 ” ab —— — (t 1) —1)bs;_.. 
Seizi man. wie oben 
a zu Be, BD um. 9, 


so erhält man hieraus die Gleichung 


Os;_ „08: i Ale 
(26) +8 ——— eo 38 — 26 —1)(i —1)P*s;_., 








welche mit der Gleichung (16.) übereinkommt, wenn man ö=m-1 setzt. 
Mittelst der Gleichung (26.) kann man aus dem Werthe der ersten Funktion 
s,—/? nach und nach die übrigen erhalten. Durch dieselbe Gleichung wird 
leicht gezeigt, dafs, wenn man 


s, = Pie; P*), Sir = aß p;(e®, P*) 
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setzt, die Kunktionen f} und gy: ganze homogene Funktionen von «© und 
P* vom ©" Grade und deren Zuahlenfactoren ganze Zahlen sind. 

Die Funktionen 7;;,3, Fai4s3 Sars Sayı Werden daher nur aus :--1 Ter- 
men bestehen, welche in möglichst kleine ganze Zahlen multiplieirt sind. Da 
diese algebraischen Funktionen sehr merkwürdige Eigenschaften besitzen und 
auf dieselben gleichsam als Elemente viele andere Bestimmungen zurückgeführt 
werden, so ist es von Wichtigkeit, ihre einfachsten Ausdrücke aufzustellen. 
wie es hier durch Einführung der Gröfsen « und Ö, oder « und geschehen 
ist. Je nachdem man den Gröfsen « und 5 die Werthe 








a= 4(k"”— RK), Bra) BR; 
Eur 2W 

a—= —4 Pr b = — TE 
1+k° ww 

d = In: b = Br 


oder den Gröfsen « und 5 die Werthe 














a= M—k, P = Y(kk’); 
1+K" a 4 yh' 
BE — — , , m : 
Ko k 
1+k° n 
u == Ad De 7 = Y-1 
k'? ’ / [A 
’ r' j M 
giebt, will ich die Funktionen r; und s; mit r,, Per 77 und s;, VA 
i "rd j 
__4__-_ bezeichnen. 
} AREN 


Hiernach wird für ein nicht negatives ö: 
ray = RAR FCI6 RT RT), 2R°RT), 
Tas = Shih" (A — KR) p; (16 (k?’— K?), Ak"); 


| 


"242 —= — Ak” f;(16(1-4- AP), — 2A”), 

Fi = SKALA SAH A, — ak”); 

nr. = — AM f;(16(14 A), — 2A), 

rn = — Sk (14) y;(16(14 KR), — 2%); 
Su = VRRFE RP, KER®), 

Fr kk'(k"— K“) p; ((A’— k’), k’k"); 
= VRF CAR, —R, 


a = —YRAHRP) gl R”), —k”); 
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s‘' en Ykf!((d- RK”). PC K”), 
" her ww“ ' | 2212 42 
41 — YkA--K)yil1-+-KR), —K’). 
In diesen Ausdrücken bedeuten f;, g;, f/, $: jede immer dieselben Funktionen 
der verschiedenen unter dem Funktionenzeichen befindlichen Gröfsen, und zwar 


homogene Ausdrücke derselben vom 2" Grade. deren Zahlencoefficienten ganze 
Zahlen sind. 


Setzt man 
2Kr 


st 





ee u, 


und giebt zufolge des obigen Satzes je nach den dreierlei Bestimmungen von 
a und 5 der Gröfse A die Werthe 








n ° n ? nn 
und der Gröfse DB die Werthe 
2E nn 4 2E ırRE 2K 
st nu k n’ K\n n/,° 


so erhält man aus der einen Formel (6.) die nachfolgenden Darstellungen der 
drei Funktionen (x), (a), (x) *): 


——— — _ in — 


6 




















ar. u‘ u U 
*) Die beiden Reihen 1-+r? TI ut und SU—rzt auf welche 
Jacobi hier die Entwicklung der Funktionen zurückgeführt hat, und die sich in ihren 
3 Formen nur durch den veränderten Werth des Moduls k und des Argumenis « unter- 
scheiden, stimmen genau mit den Reihen überein, welche Herr Weierstrafs (Bd. 52, 
S.357 dieses Journals) mit Al(«) und Al(w), bezeichnet hat. Es ist nämlich 
’ : 
FRONT, „ Ta aid ig 
+r, 114 "> TI6 Al(u, k) 
su—s‘ z 4... —= s’Al(u, h), 
und man erhält die von Jacobi durch diese Reihen gegebenen my or von Üx 
und 9, .r, wenn man in den Weierstrafs’schen Formeln (6, 1) 377 und (10, I) S. 378 
des 52sten Bandes den Haupifall betrachtet, indem w=K, wW = iK' wird. Aehnlich ist 
u‘ u 
4 A Re: y—1. KK 
+r, 771 "Im + Al(uy—1, li’) 
! 
$, 
a =. > Al(uy—1,#), 
und 
u‘ u‘ „si 
Ina tret" = Aueh u) 
. Per 1 
HU—S, 75 + . = RN, U, —— I) 











9.0.6. J. Jacobi, Darstellung der ellipt. Funktionen durch Potenzreihen. 97 














— E 
I, (X == U (==) —6 .- (1- N. — —- NT, — +7, — — | 
3K) a st “114 II6 £ IIS ); 
u, Fı 
(2) == we or >) 2 euh e KA 1- r. Re  / es ; Eu 2 \ 
\IA (%* Pr 771 176 1 "+ os I; 
ey, E 
ST en 2 K —:(- -1)u2 ' ’ a j 
F LI, = va > nr R cc &i: (3 d (1- en _ r, u: | r, Au ie 6 y 
Rh, st 114 II6 IIS ) 


Ferner erhält man für die Funktion 9, aus der einen Formel (13.) die drei 


verschiedenen Darstellungen: 


— E 
( N nu rk -: Zr): u“ Ta er \ 
vr (M J nn om Kr (2 -) as \ e ( K ER M in * —— -+- = _— x 2 — 7 Wr 





9 73 1 275 9 


Eu? r b 
> 


'2,K un ee 6) x ‘ 
“Rh e % (Ki (K 
= / 2K „' ER 2 Me ET ER 4- 2... 





Se ‚2 a 5 - 
2W KR -1(Z-) loira gs Ta g’ u gr 2 \ 
0 ae Aue T) 








Die Gröfse « hat hier nicht die dreifache Bedeutung, welche in den früheren 
Formeln ihr Werth Ar je nach den drei Werthen von A a sondern nur 


‘ 





diejenige. welche dem ersten Werthe A —= entspricht. 


Interessant ist es, dafs, während die Darstellung der Entwicklungsceelflieienten vr", r", ..., 


„ „ 
N “. Pr . . . r 
73 775 +... In Reihen, die nach Potenzen von k geordnet sind, sehr bald zu Zahlen- 
u « M) 


coefficienten von beträchllicher Gröfse führt, wie die von Herrn W eierstrafs am ange- 
führten Orte erhaltenen Resultate zeigen, die Darstellung derselben in Form von homo- 
genen Funktionen der resp. hier mit «°, b und «°, $* bezeichneten Gröfsen niedrigere 
Zahlencoeffcienten ergiebt. Auf diese niedrigen Werthe der Zahlencoefficienten im Ver- 
gleich zu anderen Formen der Entwicklung bezieht sich jedenfalls die Bemerkung Jacobis 
auf S. 95, dafs die einzelnen Terme in den Ausdrücken der Grölsen r und s in möglichst 
kleine ganze Zahlen multiplieirt sind. 

Wenn man in dem Fall, für welchen Jacobi die Entwicklungscoeflicienten mit zwei 
Strichen versieht, die homogenen Funklionen resp. der Gröfsen a*, 5 und «°, ?*, denen 


die Gröfsen »" und s" gleich werden, durch eine gehörige Potenz resp. von d und /* 
2 2 

ey i h a @ Rn 

dividirt, so erhält man Funktionen des Quotienlen . und Fr d.h. Funktionen jener 
) / 


a EN - I u, 4 
Grölse + ‚ die Jacobi bereits im 4. Bande S. 185 dieses Journals bei Gelegenheit 
v 


der partiellen Differentialgleichung eingeführt hat, durch welche er Zähler und Nenner 
> 


der Transformalionsformeln der elliplischen Integrale definirt. B. 
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10. 


Sur les fonetions symetriques des racines des 
equations. 
(Par M. Henri Betti a Florence.) 








1. 

Hua consideration des fonctions generatrices des fonctions symetriques 
des racines d’une &qualion algebrique conduit a une expression remarquable 
du produit des carres des differences de toutes les racines. 

M. Borchardt a trouve (vol. LIII, p. 193 de ce Journal) que la 


fonetion symelrique 
(1.) au. 
ou 


2ıs Tr, 23, EEE T, 


sont les racines d’une equalion 


fl) = Mt Aal A0T td —0, 


est le coeflieient du terme 


it Ye +1) Ih ("+ 


. nt 


dans le developpement, suivant les puissances decroissantes, de l’expression 


suivante 





/ BR {LFD 2 LP ERER A123 WERE BRSBRL DR GE IC /CEATESIERN 
a is 2 ei Hit; . ob, A, Or tw Free ori 


ou IItı, &ay ..., &,) designe le produit des differences des variables f,, ay... En. 


J’ai remarque que la fonclion symelrique (1.) est aussi le coeflicient 
du terme 
5 rl) a u g +1) 


dans le developpement, suivant les puissances decroissantes, de l’expression 


tt) FE) U). flta) IT°E se 











Tu.) — Milasan- Ela fü 4 
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Donc, on a deux expressions de la m&me quantit@ (1.), et en les comparanl Un 
on oblient une &qualion, d’oüu l’on deduit, pour toutes les valeurs posilives el 
enlieres de @, &. ..., 4,, 


\r 
Ip (Lı, l,. oo, i.)} ya Hi) ter +1) ER ten Hi) 


IF (z,, %;  „. STZZEEIZI CB rg 
a 3 1,)\ ' 
\”19 EEE n I ymtaı Ha +1) ten ri) 
L) 2 





si lon designe, avee Jacobi, par 


Flhalanerenda)g m, m ER man 


%: un 
le coefficient du terme 4", 2, ..., 4» dans le developpement de 


Ft, l,, wer. L.). 


O2 


La fonction generatrice de toutes les fonctions symetriques des solulions 
communes a deux @qualions algebriques est donnee par le theoreme suivant: 
Si l’on designe par 
(ZıYı)s (LasY2); (BHY3)) --s (Du Yu) 
les systemes des solutions communes aux deux &quations 
fay)=09 fay-=0: 
si 
p (X) — 0, v(y) — (0 
sont les deux @quations finales resultantes, et M;, M;, My’, M;' les polynomes 
multiplicateurs qui donnent 
' 2 
M,f+Mı; h, = pi), 
An’ u 
M;fı+M; f: v(y), 


\ 


et que l’on pose 


98,y) = (Mb _ fr) mm — M}' M}): 





la fonction symetrique 


a da, a b 
> A ey Y Yu 


est le coefficient du terme 


u rd, rl) a „+2 2 © +1) „rl ..® -(b,+0 


1 2 ae® U, u 
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dans le developpement, suivant les puissances decroissantes, de l’expression 
suivanle: 





Ya Hlu,v,)dlu,, EEE G(uus vu) Il" (u, u, 5.4.5 Hu) ee) 
Eu nr IT’(y,,9.; Yu) Yylu,)Plw,)--- piu,) y(e,)w(v,)... w(v,) 








On peut eiendre aisement ces resultais a un plus grand nombre 
d’equations. 


Florence. 12 Juin 1857. 
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11. 


Allgememe Voraussetzungen und Hülfsmittel für 
die Untersuchung von Funetionen unbeschränkt 
veränderlicher Gröfsen. 


(Von Herrn B. Riemann in Göttingen. ) 





D:. Absicht den Lesern dieses Journals Untersuchungen über ver- 
schiedene Transcendenten. insbesondere auch über Abel’sche Funclionen 
vorzulegen, macht es mir wünschenswerth, um Wiederholungen zu vermeiden, 
eine Zusammenstellung der allgemeinen Voraussetzungen, von denen ich bei ihrer 
Behandlung ausgehen werde, in einem besonderen Aufsalze voraufzuschicken. 

Für die unabhängig veränderliche Gröfse seize ich stets die jetzt all- 
gemein bekannte Gaufs’sche geometrische Repräsentation voraus, nach welcher 
eine complexe Grölse s= .r--y: verireien wird durch einen Punkt einer 
unendlichen Ebene. dessen rechtwinklige Coordinaten x, y sind; ich werde 
dabei die complexen Gröfsen und die sie repräsentirenden Punkte durch die- 
selben Buchstaben bezeichnen. Als Function von &-+Yy? betrachte ich jede 
OW 


. e A 2 .OW rc 
Gröfse w, die sich mit ihr der Gleichung #z — = — gemäfs ändert, ohne einen 


r 


Or oy 


Ausdruck von = durch « und y vorauszuseizen. Aus dieser Dilferential- 





gleichung folgt nach einem bekannten Satze, dafs die Gröfse ww durch 
eine nach ganzen Potenzen von 3 —« fortschreitende Reihe von der Form 


nn 


>a,(2—a)" darstellbar ist. sobald sie in der Umgebung von « allenthalben 


n==1) 


einen bestimmten mit 2 stetig sich ändernden Werth hat. und dafs diese Dar- 
stellbarkeit stattfindet bis zu einem Abstande von a oder Modul von z— a, 
für welchen eine Unstetigkeit eintritt. Es ergiebt sich aber aus den Betrach- 
tungen, welche der Methode der unbestimmten Coeffieienten zu Grunde liegen. 
dafs die Coefficienten a, völlig bestimmt sind, wenn w in einer endlichen 


übrigens beliebig kleinen von a ausgehenden Linie gegeben ist. 
Beide Ueberlegungen verbindend. wird man sich leicht von der Rich- 
tigkeit des Salzes überzeugen: 
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Eine Function von x--yi, die in einem Theile der (x, y)- Ebene 
gegeben ist, kann darüber hinaus nur auf Kine Weise stetig fort- 
gesetzt werden. 

Man denke sich nun die zu untersuchende Function nicht durch irgend 
welche x enthaltende analytische Ausdrücke oder Gleichungen bestimmt, son- 
dern dadurch, dafs der Werth der Function in einem beliebig begrenzten 
Theile der z-Ebene gegeben ist und sie von dort aus stelig (der pariellen 


.OWw ow 
Differentialgleichung ? — = — 
ox Oy 


ist nach den obigen Sätzen eine völlig bestimmte, vorausgesezt, dafs sie nicht 
in blofsen Linien geschieht, wobei eine partielle Differentialgleichung nicht zur 
Anwendung kommen könnte, sondern durch Flächenstreifen von endlicher 
Breite. Je nach der Beschaffenheit der fortzusetzenden Function wird nun 
entweder die Function für denselben Werth von 2 immer wieder denselben 
Werth annehmen, auf welchem Wege auch die Fortsetzung geschehen sein 
möge, oder nicht. Im ersteren Falle nenne ich sie einwerthig, sie bildet 
dann eine für jeden Werth von 2 völlig bestimmte und nicht längs einer 
Linie unstelige Function. Im letzteren Falle, wo sie mehrwerthig heifsen 
soll, hat man um ihren Verlauf aufzufassen vor Allem seine Aufmerksamkeit 
auf gewisse Punkte der z-Ebene zu richten, um welche herum sich die 
Function in eine andere fortsetzt. Ein solcher Punkt ist z. B. bei der Function 
log(&z— a) der Punkt a. Denkt man sich von diesem Punkte a aus eine 
beliebige Linie gezogen, so wird man in der Umgebung von a den Werth 
der Funclion so wählen können, dafs sie sich aufser dieser Linie überall 
stetig ändert; zu beiden Seiten dieser Linie nimmt sie aber dann verschiedene 
Werthe an, auf der negativen *) einen um 2rı2 gröfseren, als auf der positiven. 
Die Fortsetzung der Function von einer Seite dieser Linie aus, z. B. von der 
negativen, über sie hinüber in das jenseitige Gebiet giebt dann offenbar eine 
von der dort schon vorhandenen verschiedene Function und zwar im hier 
betrachteten Falle eine allenthalben um 2rz2 gröfsere. 

Zur bequemeren Bezeichnung dieser Verhältnisse sollen die verschie- 
denen Fortisetzungen einer Function für denselben Theil der s-Ebene Zweige 
dieser Function genannt werden und ein Punkt, um welchen sich ein Zweig 


semäls) fortgesetzt wird. Diese Fortsetzung 


| *) Im Anschlusse an die von Gaufs vorgeschlagene Benennung positiv laterale 
Einheit für +? werde ich als positive Seitenrichtung zu einer gegebenen Richtung die- 
jenige bezeichnen, welche zu ihr ebenso liegt, wie +? zu 1. 
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einer Function in einen andern fortsetzt eene Verzweigungsstelle dieser 
Function; wo keine Verzweigung stattfindet, heifst die Function einändrig 
oder monodrom. 


Ein Zweig einer Function von mehreren unabhängig veränderlichen 
Gröfsen 2, s, f, ... ist eenändrig in der Umgebung eines bestimmten Wer- 
thensystemes <—a, s—b, t=c,..., wenn allen Werthencombinationen 
bis zu einem endlichen Abstande von demselben (oder bis zu einer bestimm- 
ten endlichen Gröfse der Moduln von s—a, s—b, t—.c, ...) ein bestimmter 
mit den veränderlichen Gröfsen stetig sich ändernder Werth dieses Zweiges 
der Function entspricht. Eine Verzweigungsstelle oder eine Stelle, um welche 
sich ein Zweig in einen andern fortsetzt, wird bei einer Function von mehreren 
Veränderlichen durch sämmtliche einer Gleichung zwischen ihnen genügende 
Werthe der unabhängig veränderlichen Gröfsen gebildet. 


Nach einem oben angeführten bekannten Satze ist die Einändrigkeit 
einer Function identisch mit ihrer Entwickelbarkeit, ihre Verzweigung mit ihrer 
Nichtentwickelbarkeit nach ganzen positiven oder negativen Potenzen der 
Aenderungen der veränderlichen Gröfsen. Es scheint aber nicht zweckmälsig. 
jene von ihrer Darstellungsweise unabhängigen Eigenschaften durch diese an 
eine bestimmte Form ihres Ausdrucks geknüpften Merkmale auszudrücken. 


Für manche Untersuchungen, namentlich für die Untersuchung alge- 
braischer und Adel’scher Functionen ist es vortheilhaft, die Verzweigungsart 
einer mehrwerthigen Function in folgender Weise geometrisch darzustellen. 
Man denke sich in der (z,y)-Ebene eine andere mit ihr zusammenfallende 
Fläche (oder auf der Ebene einen unendlich dünnen Körper) ausgebreitet, 
welche sich so weit und nur so weit erstreckt, als die Function gegeben ist. 
Bei Fortsetzung dieser Function wird also diese Fläche ebenfalls weiter aus- 
gedehnt werden. In einem Theile der Ebene, für welchen zwei oder mehrere 
Fortsetzungen der Function vorhanden sind, wird die Fläche doppelt oder 
mehrfach sein; sie wird dort aus zwei oder mehreren Blättern bestehen, deren 
jedes einen Zweig der Function vertritt. Um einen Verzweigungspunkt der 
Function herum wird sich ein Blatt der Fläche in ein anderes fortsetzen, so 
dafs in der Umgebung eines solchen Punktes die Fläche als eine Schrauben- 
fläche mit einer in diesem Punkte auf der (z,y)-Ebene senkrechten Axe 
und unendlich kleiner Höhe des Schraubenganges betrachtet werden kann. 


Wenn die Function nach mehren Umläufen des z um den Verzweigungswerth 
14 * 
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ihren vorigen Werth wieder erhält (wie z.B. (2<—.«a)", wenn m, n relative 
Primzahlen sind, nach n Umläufen von z um 4), mufs man dann freilich an- 
nehmen, dafs sich das oberste Blatt der Fläche durch die übrigen hindurch 
in das unterste fortlsetzi. 

Die mehrwerthige Funclion hat für jeden Punkt einer solchen ihre 
Verzweigungsart darstellenden Fläche nur eenen bestimmten Werth und kann 
daher als eine völlig bestimmte Funclion des Orts in dieser Fläche angesehen 
werden. 


Göttingen, 1857. 














12. 


Leehrsätze aus der analysis situs für die Theorie 
der Integrale von zweigliedrigen vollständigen 
Differentialien. 


(Yon Herrn B. Riemann in Göttingen.) 





B: der Untersuchung der Functionen, welche aus der Integration 
vollständiger Differentialien entstehen, sind einige der analysis situs angehörige 
Sätze fast unentbehrlich. Mit diesem von Leibnitz, wenn auch vielleicht nicht 
ganz in derselben Bedeutung, gebrauchten Namen darf wohl ein Theil der 
Lehre von den stetigen Gröfsen bezeichnet werden, welcher die Gröfsen nicht 
als unabhängig von der Lage existirend und durch einander mefsbar betrachtet. 
sondern von den Mafsverhältnissen ganz absehend, nur ihre Orts- und Ge- 
bietsverhältnisse der Untersuchung unterwirft. Indem ich eine von Mafsver- 
hältnissen ganz abstrahirende Behandlung dieses Gegenstandes mir vorbehalte, 
werde ich hier nur die bei der Integration zweigliedriger vollständiger Diffe- 
rentialien nöthigen Sätze in einem geometrischen Gewande darstellen. 

Es sei eine in der (z,y)-Ebene einfach oder mehrfach ausgebreitete 
Fläche T gegeben *) und X, Y seien solche stetige Funclionen des Orts in 


dieser Fläche, dafs in ihr allenthalben Adx -- Ydy ein vollständiges Differential. 


Be == a | 
also r.- 0 ist. Bekanntlich ist dann /xXdx- Ydy). um einen 





Theil der Fläche 7' positiv oder negativ herum — d. h. durch die ganze 
Begrenzung entweder allenthalben nach der positiven oder allenthalben nach 
der negativen Seite gegen die Richtung von Innen nach Aufsen (Siehe die 
Anmerkung Seite 102 der vorhergehenden Abhandlung) — erstreckt, — 0, 
da dies Integral dem über diesen Theil ausgedehnten Flächenintegrale 


fi —— ar identisch im ersteren Falle gleich, im zweiten enigegenge- 
setzt ist. Das Integral S Kar Ydy) hat daher zwischen zwei festen Punk- 
ten auf zwei verschiedenen Wegen erstreckt denselben Werth, wenn diese 


beiden Wege zusammengenommen die ganze Begrenzung eines Theils der 





*) Man sehe die vorhergehende Abhandlung S. 103. 
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Fläche T bilden. Wenn also jede im Innern von T in sich zurücklaufende 
Curve die ganze Begrenzung eines Theils von 7 bildet, so hat das Integral 
von einem festen Anfangspunkte bis zu einem und demselben Endpunkte er- 
streckt immer denselben Werth und ist eine von dem Wege der Integration 
unabhängige allenthalben in 7’ stetige Function von der Lage des Endpunkts. 
Dies veranlalst zu einer Unterscheidung der Flächen in einfach zusammenhan- 
gende, in welchen jede geschlossene Curve einen Theil der Fläche vollständig 
begrenzi — wie z.B. ein Kreis —, und mehrfach zusammenhangende, für 
welche dies nicht stattfindet, — wie z.B. eine durch zwei concentrische Kreise 
begrenzte Ringfläche. Eine mehrfach zusammenhangende läfst sich durch Zer- 
schneidung in eine einfach zusammenhangende verwandeln (S. die durch Zeich- 
nungen erläuterten Beispiele am Schlufs dieser Abhandlung). Da diese Operation 
wichtige Dienste bei der Untersuchung der Integrale algebraischer Functionen 
leistet, so sollen die darauf bezüglichen Sätze kurz zusammengestellt werden; 
sie gelten für beliebig im Raume liegende Flächen. 

Wenn in einer Fläche #' zwei Curvensysteme a und 5 zusammenge- 
nommen einen Theil dieser Fläche vollständig begrenzen, so bildet jedes an- 
dere Curvensystem, das mit @ zusammen einen Theil von F' vollständig be- 
grenzt. auch mit 5 die ganze Begrenzung eines Flächentheils, der aus den 
beiden ersteren Flächentheilen längs « (durch Addition oder Subtraction, je- 
nachdem sie auf entgegengesetzten oder auf gleicher Seite von « liegen) zu- 
sammengesetzt ist. Beide Curvensysteme leisten daher für völlige Begrenzung 
eines Theils von #' dasselbe und können für die Erfüllung dieser Forderung 
einander erselzen. 

Wenn in einer Fläche E' sich n geschlossene Curven a,, q;,, ..., 4, 
ziehen lassen, welche weder für sich noch mit einander einen Theil dieser 
Fläche FE' vollständig begrenzen, mit deren Zuziehung aber jede andere 
geschlossene Curve die vollständige Begrenzung eines Theils der Fläche F 
bilden kann, so heifst die Fläche eine (n--1)fach zusammenhangende. 

Dieser Charakter der Fläche ist unabhängig von der Wahl des Curven- 
systems @,, &, ..., A,, da je n andere geschlossene Curven d,, br, ..., D,, 
welche zu völliger Begrenzung eines Theils dieser Fläche nicht ausreichen, 


ebenfalls mit jeder andern geschlossenen Curve zusammengenommen einen 
Theil von #' völlig begrenzen. 


In der That, da 5, mit Linien @ zusammengenommen einen Theil von 
F' vollständig begrenzt. so kann eine dieser Curven @ durch Ö, und die übrigen 
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Curven a erselzt werden. Es ist daher mit d, und diesen n—1 Curven a 
jede andere Curve, und folglich auch d,, zu völliger Begrenzung eines Theils 
von F' ausreichend, und es kann eine dieser an—1 Curven « durch b,, d, und 
die übrigen n— 2 Curven «a ersetzt werden. Dieses Verfahren kann offenbar, 
wenn wie vorausgeselzt die Curven 5 zu vollständiger Begrenzung eines Theils 
von FE’ nicht ausreichen, so lange fortgesetzt werden, bis sämmtliche # durch 
die d ersetzt worden sind. 

Eine (n--1)fach zusammenhangende Fläche F kann durch einen 
Querschnitt — d. h. eine von einem Begrenzungspunkte durch das Innere 
bis zu einem Begrenzungspunkte geführte Schnittlinie — in eine nfach 
zusammenhangende FE" verwandelt werden. Ks gelten dabei die durch die 
Zerschneidung entstehenden Begrenzungstheile schon während der wei- 
teren Zerschneidung als Begrenzung, so dafs ein Querschnitt keinen 
Punkt mehrfach durchschneiden, aber in einem seiner früheren Punkte 
enden kann. 

Da die Linien @,, @, ..., a, zu völliger Begrenzung eines Theils von 
F' nicht ausreichen, so mufs, wenn man sich F' durch diese Linien zerschnitten 
denkt, sowohl das auf der rechten, als das auf der linken Seite von a, an- 
liegende Flächenstück noch andere von den Linien @ verschiedene und also 
zur Begrenzung von F' gehörige Begrenzungstheile enthalten. Man kann da- 
her von einem Punkte von a, sowohl in dem einen, als in dem andern dieser 
Flächenstücke eine die Curven @ nicht schneidende Linie bis zur Begrenzung 
von F' ziehen. Diese beiden Linien g’ und g” zusammengenommen bilden 
alsdann einen Querschnitt 4 der Fläche F\, welcher das Verlangte leistet. 

In der That sind in der durch diesen Querschnitt aus F' entstehenden 
Fläche #” die Linien a,, @, ..., a,_, im Innern von F” verlaufende ge- 
schlossene Curven, welche zur Begrenzung eines Theils von F', also auch von 
F', nicht hinreichen. Jede andere im Innern von F" verlaufende geschlossene 
Curve aber bildet mit ihnen die ganze Begrenzung eines Theils von F". 
Denn die Linie / bildet mit einem Complex aus den Linien @,, &, ..., @, 
die ganze Begrenzung eines Theils f von F. Es läfst sich aber zeigen, dafs 
in der Begrenzung desselben «, nicht vorkommen kann; denn dann würde. 
je nach dem f auf der linken oder rechten Seite von «a, läge, g’ oder g” aus 
dem Innern von f nach einem Begrenzungspunkte von F', also nach einem 
aufserhalb f gelegenen Punkte, führen und also die Begrenzung von f schnei- 
den müssen gegen die Voraussetzung, dafs ! sowohl als die Linien «, 
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den Durchschniltspunkt von «, und g ausgenommen. steis im Innern von F" 
bleiben. 

Die Fläche F#, in welche F' durch den Querschnitt y zerfällt, ist dem- 
nach. wie verlangl, eine »fach zusammenhangende. 

Es soll jetzt bewiesen werden, dafs die Fläche #' durch jeden Quer- 
schnitt », welcher sie nicht in getrennte Stücke zerfället, in eine nfach zu- 
sammenhangende #” verwandelt wird. Wenn die zu beiden Seiten des Quer- 
schnitis » angrenzenden Flächentheile zusammenhangen, so läfst sich eine Linie d 
von der einen Seite desselben durch das Innere von F” auf die andere Seile 
zum Anlangspunkte zurück ziehen. Diese Linie 5 bildet eine im Innern von 
F" in sich zurückiaufende Linie, welche, da der Querschnitt von ihr aus nach 
beiden Seiten zu einem Begrenzungspunkte führl, von keinem der beiden 
Flächenstücke, in welche sie # zerschneidel,. die ganze Begrenzung bildet. 
Man kann daher eine der Curven «@ durch die Curve # und jede der übrigen 
» — 1 Curven «@ durch eine im Innern von #” verlaufende Curve und wenn 
nöthie die Curve 5 ersetzen, worauf der Beweis, dafs F" „fach zusammen- 
hangend ist, durch dieselben Schlüsse, wie vorhin, geführt werden kann. 

füne (n-- 1 fuch zusammenhangende Fläche wird daher durch 
jeden sie nicht in Stücke zerschneidenden Querschnitt in eine nfach zu- 
sammenhangende verwandelt. 

Die durch einen Querschnitt entstandene Fläche kann durch einen neuen 
Querschnilt weiler zerlegl werden, und bei »maliger Wiederholung dieser 
Operalion wird eine (n--1 fach zusammenhangende Fläche durch » nach ein- 
ander gemachle sie nicht zerstückelnde Querschnilte in eine einfach zusammen- 
hangende verwandeli. 

Um diese Belrachlungen auf eine Fläche ohne Begrenzung. eine ge- 
schlossene Fläche, anwendbar zu machen, mufs diese durch Ausscheidung 
eines beliebigen Punktes in eine begrenzte verwandelt werden, so dafs die 
erste Zerlegung durch diesen Punkt und einen in ihm anfangenden und enden- 
den Querschnitt, also durch eine geschlossene Curve. geschiehl. Die Ober- 
lläche eines Ringes z. B., welche eine dreifach zusammenhangende ist, wird 
durch eine geschlossene Curve und einen Querschnilt in eine einfach zusam- 
menbangende verwandelt. 

Auf das im Eingange betrachtele Integral des vollständigen Differentials 
Adx--Ydyv wird nun die eben behandelte Zerschneidung der mehrfach zu- 


sammenhangenden Flächen in einfach zusammenhangende. wie folgt. angewandt. 
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Ist die die (@,y)-Ebene bedeckende Fläche T, in welcher X,Y allenthalben 


0X 07 u ’ 
stetige der Gleichung zo. = 0 genügende Functionen des Orts sind. 
OY = 


nfach zusammenhangend, so wird sie durch n (Querschnitte in eine einfach 
zusammenhangende 7’ zerschnitten. Die Integration von Adxc- Ydy von 
einem festen Anfangspunkte aus durch Curven im Innern von T’ liefert dann 
einen nur von der Lage des Endpunkts abhängigen Werth, welcher als Function 
von dessen Coordinaten betrachtet werden kann. Substiluirt man für die 
Coordinaten die Grölsen &, y, so erhält man eine Fnncetion z=/ (Adır-+ Ydy 
von , y, welche für jeden Punkt von 7” völlig bestimmt ist und sich inner- 
halb 7” allenthalben stelig. beim Ueberschreiten eines Querschnitis aber all- 
gemein zu reden um eine endliche von einem Knotenpunkte des Schniltnetzes 
zum andern conslante Grölse ändert. Die Aenderungen beim Ueberschreiten 
der Querschnitlte sind von einer der Zahl der Querschnitte gleichen Anzahl 
von einander unabhängiger Gröfsen abhängig; denn wenn man das Schnitt- 
system rückwäris, — die späteren Theile zuerst —. durchläuft, so ist diese 
Aenderung überall bestimmt, wenn ihr Werth beim Beginn jedes Querschnitts 
voegeben wird; letztere Werthe aber sind von einander unabhängig. 


Göttingen, 1857 





Um das. was oben (S. 106) unter einer nfach zusammenhangenden 
Fläche verstanden wird, anschaulicher zu machen, folgen in den Zeichnungen 
auf nachstehender Seite Beispiele von einfach, zweifach und dreifach zusammen- 


hangenden Flächen. 


nn nn nn 
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Einfach zusammenhangende Fläche. 





Sie wird durch jeden Querschnitt in 
getrennte Stücke zerfällt, und es bildet 
in ihr jede geschlossene Curve die ganze 
Begrenzung eines Theils der Fläche. 


Sie wird durch jeden sie nicht zer- 
= stückelnden Querschnitt 4 in eine einfach 
zZ zusammenhangende zerschnilten. Mit Zu- 
= viehung der Curve a4 kann in ihr jede 
= geschlossene Curve die ganze Begrenzung 
= eines Theils der Fläche bilden. 





Dr: 


Es een 


fach zusammenhangende Fläche. 









In dieser Fläche kann jede geschlossene 
Curve mit Zuziehung der Curven «, und 
a, die ganze Begrenzung eines Theils der 
Fläche bilden. Sie zerfällt durch jeden sie 
nicht zerstückelnden Querschnitt in eine 
zweifach zusammenhangende und durch 
zwei solche Querschnitte, g, und g,. in 
eine einfach zusammenhangende. 





Eh > = Et = gr 


In dem Theile «yd der Ebene ist die Fläche 
doppelt. Der a, enthaltende Arm der Fläche ist 
als unter dem andern fortgehend betrachtet und 
daher durch punktirte Linien angedeutet. 
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13. 
Bestimmung einer Function einer veränderlichen 


complexen Gröfse durch Grenz- und Unstetigkeits- 
bedingungen. 


(Von Herrn B. Riemann in Göttingen.) 





Wenn in einer Ebene, in welcher die rechtwinkligen Coordinaten 
eines Punkis x, y sind, der Werth einer Function von &--yi in einer end- 
lichen Linie gegeben ist, so kann diese von dort aus nur auf eine Weise stelig 
fortgesetzt werden und ist also dadurch völlig bestimmt (Siehe oben S. 101). 
Sie kann aber auch in dieser Linie nicht willkührlich angenommen werden. 
wenn sie von ihr aus einer stetigen Fortsetzung in die anstofsenden Flächen- 
Iheile nach beiden Seiten hin fähig sein soll, da sie durch ihren Verlauf in 
einem noch so kleinen endlichen Theile dieser Linie schon für den übrigen 
Theil bestimmt ist. Bei dieser Bestimmungsweise einer Function sind also die 
zu ihrer Bestimmung dienenden Bedingungen nicht von einander unabhängig. 

Als Grundlage für die Untersuchung einer Transcendenten ist es vor 
allen Dingen nöthig, ein System zu ihrer Bestimmung binreichender von ein- 
ander unabhängiger Bedingungen aufzustellen. Hiezu kann in vielen Fällen. 
namentlich bei den Integralen algebraischer Functionen und ihren inversen 
Funetionen, ein Princip dienen, welches Dirichlet zur Lösung dieser Aul- 
gabe für eine der ZLaplace’schen parliellen Differentialgleichung genügende 


Function von drei Veränderlichen, — wohl durch einen ähnlichen Gedanken 
von @aufs veranlafst — in seinen Vorlesungen über die dem umgekehrten 


Quadrat der Entfernung proportional wirkenden Kräfte seit einer Reihe von 
Jahren zu geben pflegt. Für diese Anwendung auf die Theorie von Trans- 
cendenten ist jedoch gerade ein Fall besonders wichtig, auf welchen dies 
Princip in seiner dortigen einfachsten Form nicht anwendbar ist, und welcher 
dort als von ganz untergeordneter Bedeutung unberücksichtigt bleiben kann. 
Dieser Fall ist der, wenn die Function an gewissen Stellen des Gebiets, wo 
sie zu bestimmen ist, vorgeschriebene Unstetigkeiten annehmen soll; was so 
zu verstehen ist, dafs sie an jeder solchen Stelle der Bedingung unterworfen 
ist, unstetig zu werden, wie eine dort gegebene unstelige Function, oder sich 


nur um eine dort stelige Funktion von ihr zu unterscheiden. Ich werde hier 
15 * 
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das Prineip in der für die beabsichtigte Anwendung erforderlichen Form dar- 
stellen und erlaube mir dabei in Betreff einiger Nebenuntersuchungen auf die in 
meiner Doctordisserlation (Grundlagen für die allgemeine Theorie der Functio- 
nen einer veränderlichen complexen Gröfse. Göttingen 1851) gegebene Dar- 
stellung desselben zu verweisen. 

Man nehme an, dafs eine die (x,y)-Ebene einfach oder mehrfach 
bedeckende beliebig begrenzte Fläche 7’ und in derselben zwei für jeden 
ihrer Punkte eindeutig bestimmte Funclionen von 2, Yy, die Functionen 
e und /, gegeben seien, und bezeichne das durch die Fläche 7’ ausge- 


da AN , (da , HAN 28} 

dehnte Integral -) u (+2 )aT durch 2(e), wobei die 
| . O£ 0y/ \\oy !' 08 

Funelionen @ und / beliebige Unstetigkeiten besitzen können, wenn nur das 
Integrai dadurch nicht unendlich wird. Es bleibt dann auch 2(@ —7) end- 
lich, wenn 4 allenthalben stelig ist und endliche Differentialquotienten hat. 
Wird diese stelige Function 4 der Bedingung unterworfen, nur in einem un- 
endlich kleinen Theile der Fläche T' von einer unstetigen Function y ver- 


schieden zu sein, so wird 42(@—4) unendlich grofs, wenn / längs einer Linie 


alten ’ A ' u OYN\ oYyN\ 
unstelig ist oder in einem Punkte so unstetig ist, dafs Se +) )aT 
unendlich wird (Meine Inaug. Diss. S. 23); es bleibt aber 2(«—%) endlich, 
wenn y nur in einzelnen Punkten und nur so unstetig ist, dafs 


fi 
SH H)ar 


durch die Fläche 7 erstreckt endlich bleibt, wie z. B. wenn y in der Um- 
gebung eines Punktes im Abstande r von demselben = (—logr)’ und 
0<e<H# ist. Zur Abkürzung mögen hier die Functionen, in welche 4 
unbeschadet der Endlichkeit von 2(@— 4) übergehen kann, unslelig von der 
ersten Art, die Funelionen, für welche dies nicht möglich ist, unstelig von 
der zweiten Art genannt werden. Denkt man sich nun in 2(@— u) für u 
alle steligen oder von der ersten Art unsteligen Funclionen gesetzt, welche 
an der Grenze verschwinden, so erhält dies Integral immer einen endlichen, 
aber seiner Natur nach nie einen negativen Werth, und es mufs daher wenig- 
siens einmal, für @—u==u, ein Minimumwerth eintreten, so dafs (2 für 
jede Function @— u, die unendlich wenig von % verschieden ist, gröfser 
als 2(u) wird. 

Bezeichnet daher o eine beliebige stelige oder von erster Art unstetige 
Function des Orts in der Fläche 7‘, die an der Grenze allenthalben gleich O 
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ist, und 4 eine von =, y unabhängige Gröfse, so mufs (2(u-1-Ao) sowohl für 
ein posilives, als für ein negatives hinreichend kleines A grälser als (2(%) 
werden, und daher in der Entwicklung dieses Ausdrucks nach Potenzen von 5 
der Coefficient von A verschwinden. Ist dieser 0, so ist 


2(u +10) = u) +1 f (= nn ur 


und folglich 2 immer ein Minimum. Das Minimum tritt nur für eine einziee 
Function « ein; denn fände auch ein Minimum für w--o statt, so könnte 
‘2(u-+0) nicht > 2(u) sein, weil sonst (2(u--Ao) < Rlu--o) für h <A 
würde; also könnte (2(w-1-0) nicht kleiner als die anliegenden Werthe sein 
Ist aber 2(u--0)—= 2(u), so mufs o constant, also da es in der Begrenzune 
0 ist, überall O sein. Es wird daher nur für eine einzige Function « das 
Integral £2 ein Minimum und die Variation erster Ordnung oder das Ah pro- 
portionale Glied in (2(u-- ho), 


95 ar (& ou 2 2 + 595 a Li. 


Aus dieser Gleichung a dafs das Farin 
' I ou ou 
S& +5,)de T dy = 5)dy) 
durch die ganze Begrenzung eines Theils der Fläche 7 erstreckt stets 0 ist. 
Zerlegt man nun (nach der vorhergehenden Abhandlung) die Fläche 7', wenn 
sie eine mehrfach zusammenhangende ist, in eine einfach zusammenhangende 


T', so liefert die Integration durch das Innere von T’ von einem festen An- 
fangspunkte bis zum Punkte (x, y) eine Function von z, y, 


v — /( ze +5. )de +($ — #* )ay)+ const. , 


welche in 7'’ überall stetig oder Berg von der ersten Art ist und sich beim 
Ueberschreiten der Querschnitte um endliche von einem Knotenpunkte des 
Schnitinetzes zum andern constante Gröfsen ändert. Es genügt dann v=- 9 —rv 
den Gleichungen 

OvV _ _ ou Ov __ Eu 

a nr a 
und folglich ist v2 eine Lösung der Differentialgleichung 

olurvi) _ ,‚Alurvi) BE 

oy or 

oder eine Function von c-+-y:. 
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Man erhält auf diesem Wege den in der erwähnten Abhandlung S. 25 
ausgesprochenen Salz: 

Ist in einer zusammenhangenden durch Querschnitte in eine ein- 
[uch zusammenhangende T' zerlegten Fläche ie eine | Function 


+ Pt von x, y gegeben, für welche / (( se) 4 & +22 Jar durch 


die ganze Fläche ausgedehnt einen ha a Werth hat, so kann sie 
immer und nur auf Kine Art in eine Function von x --yi verwandelt 
werden durch Subtraction einer Eunction u--vi von x, y, welche fol- 
genden Bedingungen genügt: 

I) u ist am Rande —O oder doch nur in einzelnen Punkten 
davon verschieden, v in Einem Punkte beliebig gegeben. 

2) Die Aenderungen von u sind in T, von v in T' nur in ein- 


zelnen Punkten und nur so unstetig, dafs /(( =) +(&) )aT und 


/(&)- = )a T', durch die ganze Kläche erstreckt, endlich bleiben, 


3,’ 7\ 
und leiztere längs der Querschnitte beiderseits gleich. 

Wenn die Function @-+/p2, wo ihre Differentialquolienten unendlich 
werden. unstelig wird, wie eine gegebene dort unstetige Funclion von € ya, 
und keine durch eine Abänderung ihres Werthes in einem einzelnen Pucdte 
hebbare Unsteligkeit besitzt, so bleibt (2/«) endlich, und es wird u—+vein T’ 
allenthalben stetig. Denn da eine Function von «--y?2 gewisse Unsteligkeiten. 
wie z. B. Unsteligkeiten erster Art, gar nicht annehmen kann (Meine Diss. 
S.16. Art. 12), so mufs die Differenz zweier solcher Functlionen stelig sein. 
sobald sie nicht von der zweiten Art unstelig ist. 

Nach dem eben bewiesenen Satze läfst sich daher eine Function von 
r--y? so bestimmen, dafs sie im Innern von 7, von der Unstetigkeit des 
imaginären Theils in den Querschnitten abgesehen, gegebene Unsteligkeiten 
annimmt, und ihr reeller Theil an der Grenze einen dort allenthalben beliebig 
segebenen Werth erhält; wenn nur für jeden Punkt, wo ihre Differential- 
quotienten unendlich werden sollen, die vorgeschriebene Unsteligkeit die einer 
segebenen dort unsteligen Function von z-+-y2 ist. Die Bedingung an der 
Grenze kann man, wie leicht zu sehen, ohne eine wesentliche Aenderung 
der gemachten Schlüsse durch manche andere ersetzen. 


Göttingen, 1857. 











14. 


Theorie der Abel’schen Füunetionen. 
(Von Herrn B. Riemann.) 





h der folgenden Abhandlung habe ich die Abel’schen Functionen nach 
einer Methode behandelt, deren Principien in meiner Inauguraldissertation *) 
aufgestellt und in einer etwas veränderten Form in den drei vorhergehenden 
Aufsätzen dargestellt worden sind. Zur Erleichterung der Uebersicht schicke 
ich eine kurze Inhaltsangabe vorauf. 
sleichver- 
zweiglen algebraischen Functionen und ihren Integralen, soweit für dieselbe 


Die erste Abtheilung enthält die Theorie eines Systems von 


nicht die Betrachtung von 9-Reihen mafsgebend ist, und handelt im $. 1—5 
von der Bestimmung dieser Funetionen durch ihre Verzweigungsart und ihre 
Unstetigkeiten, im $.6—10 von den rationalen Ausdrücken derselben in zwei 
durch eine algebraische Gleichung verknüpfte veränderliche Gröfsen, und im 
$. 11—13 von der Transformation dieser Ausdrücke durch rationale Substi- 
tutionen. Der bei dieser Untersuchung sich darbietende Begriff einer Klasse 
von algebraischen Gleichungen, welche sich durch rationale Substitutionen in 
einander transformiren lassen, dürfte auch für andere Untersuchungen wichtig 
und die Transformation einer solchen Gleichung in Gleichungen niedrigsten 
Grades ihrer Klasse ($. 13) auch bei anderen Gelegenheiten von Nutzen sein. 
Diese Abtheilung behandelt endlich im $. 14—16 zur Vorbereitung der Tlol- 
senden die Anwendung des Adel’schen Additionstheorems für ein beliebiges 
System allenthalben endlicher Integrale von gleichverzweigten algebraischen 
Functionen zur Integration eines Systems von Differentialgleichungen. 

In der zweiten Abtheilung werden für ein beliebiges System von immer 
endlichen Integralen gleichverzweigter, algebraischer, 2»--1fach zusammen- 
hangender Funclionen die Jacobe’schen Umkehrungsfunctionen von p verän- 
derlichen Gröfsen durch pfach unendliche 9-Reihen ausgedrückt, d.h. durch 
Reihen von der Form 





*) Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Funclionen einer veränderlichen 
complexen Gröfse. Götlingen 1851. 
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v p 

Ei pP 

er PT LET, u, Mt, 
.- i 


IV, Uyy...40,) (2) Z 


worin die Summationen im Exponenten sich auf vw und w’, die äufseren Sum- 


malionen auf m,, #0, ..., m, beziehen. Es ergiebt sich, dafs zur allgemei- 


nen Lösung dieser Aulgabe eine — wenn p — 3. specielle Galtung von 

y pP + 1) n . (y 2 j) >) 
Gröfsen a -— 4 
1.2 


Relationen stattlinden. so dafs nur 3P —ı willkührlich bleiben. Dieser Theil 


3 -Keihen ausreicht. in denen zwischen den 


der Abhandlung bildet zugleich eine Theorie dieser speciellen Gattung von 
%-Hlunelionen: die allgemeinen #-Functionen bleiben hier ausgeschlossen. 
lassen sich jedoch nach einer ganz ähnlichen Methode behandeln. 

Das hier erledigte Jacobrsche Umkehrungsproblem ist für die hyper- 
elliplischen Integrale schon auf mehreren Wegen durch die beharrliche mit so 
chönem Erfolge gekrönten Arbeiten von Wererstrafs gelöst worden, von 
denen eine Uebersicht im 47. Bande d. J. (S. 289) mitgetheilt worden ist. Es 
ist jedoch bis jelzi nur von dem Theile dieser Arbeiten. welcher in den $$. 1 
und 2 und der ersten die elliptischen Functionen betreffenden Hälfte des $. 3 
der angeführten Abhandlung skizzirt wird, die wirkliche Ausführung veröffent- 
licht (Bd. 52 5.255 d. J.); in wie weit zwischen den späteren Theilen diesei 
\rbeiten und meinen hier dargestellten eine Lebereinstimmung nicht blofs in 
Resullaten, sondern auch in den zu ihnen führenden Methoden stattfindet. 
wird gerolsentheils erst die versprochene ausführliche Darstellung derselben er- 
seben können. 

Die gegenwärtige Abhandlung bildet mit Ausnahme der beiden letzten 
S$.26 und 27, deren Gegenstand damals nur kurz angedeutet werden konnte, 
einen Auszug aus einem Theile meiner von Michaelis 1555 bis Michaelis 1556 
zu Göttingen gehaltenen Vorlesungen. Was die Auffindung der einzelnen 
Resultate betrifft. so wurde ich auf das im $. 1— 5. 9 und 12 NMitgetheilte und 
die dazu nölhigen vorbereitenden Sätze. welche später Behufs der Vorlesungen 
so, wie es in dieser Abhandlung geschehen ist. weiter ausgeführt wurden, im 
Herbste 1851 und zu Anfang 1552 durch Untersuchungen über die conforme 
Abbildung mehrfach zusammenhangender Flächen geführt, ward aber dann 
durch einen andern Gegenstand von dieser Untersuchung abgezogen. Erst um 
Ostern 1855 wurde sie wieder aufgenommen und in den Oster- und Michaelis- 
ferien jenes Jahres bis zu $. 21 incl. fortgeführt; das Uebrige wurde bis 
Michaelis 1556 hinzugefügt. Einzelne ergänzende Zusätze sind an manchen 


Stellen während der Ausarbeitung hinzugekommen. 
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Erste Abtheilung. 
1. 


Ist s die Wurzel einer irreduclibeln Gleichung nten Grades. deren 
Goellicienten ganze Funelionen wmten Grades von 2 sind. so entsprechen jedem 
Wertle von x n Werthe von s, die sich mit x überall, wo sie nicht unend- 
lich werden, stelige ändern. Stellt man daher (nach 8. 103 dieses Bandes) 
die Verzweigungsart dieser Function durch eine in der z-Ebene ausgebreitete 
unbegrenzte Fläche T dar, so ist diese in jedem Theile der Ebene fach, und 
s Ist dann eine einwerthige Funelion des Orts in dieser Fläche. Eine unbe- 
erenzte Fläche kann entweder als eine Fläche mit unendlich weil entfernter 


Begrenzung oder als eine geschlossene angesehen werden, und Letzteres soll 


bei der Fläche 7’ geschehen, so dals dem Werthe == x in jedem der » Blät- 
ter der Fläche een Punkt entspricht, wenn nicht elwa für 2== x eine Ver- 


zweieung stattfindet. 

Jede rationale Function von s und & ist offenbar ebenfalls eine ein- 
werthige Function des Orts in der Fläche 7 und besitzt also dieselbe Ver- 
zweigungsart wie die Function s, und es wird sich unten ergeben, dafs auch 
das Umgekehrte gilt. 

Durch Integration einer solehen Function erhäli man eine Function, 
deren verschiedene Forlsetzungen für denselben Theil der Fläche T sich nur 
um Constanten unterscheiden. da ihre Derivirte für denselben Punkt dieser 
Fläche immer denselben Werth wieder annimmt. 

Ein solches System von gleichverzweigten algebraischen Functionen 
und Integralen dieser Funclionen bildet zunächst den Gegenstand unserer Be- 
trachlung; statt aber von diesen Ausdrücken dieser Funclionen auszugehen, 
werden wir sie mit’Anwendung des Dirichlet'schen Prineips (S. 111 dieses 
Bandes) durch ihre Unstetigkeiten deliniren. 


2. 

Zur Vereinfachung des Folgenden heifse eine Funclion für einen Punkt 
der Fläche T unendlich klein von der ersten Ordnung, wenn ihr Loga- 
rithmus bei einem positiven Umlaufe um ein diesen Punkt umgebendes Flächen- 
stück, in welchem sie endlich und von Null verschieden bleibt, um 22 wächst. 


Es ist demnach für einen Punkt, um den die Fläche 7’ sich « mal windet, 
1 Rn 


wenn dort x einen endlichen Werth a hat, (3— a)“, also (dz)“, wenn aber 
Journal für Mathematik Bd. LIV. Heft 2. 16 
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l 
g == 09, (>75 unendlich klein von der ersten Ordnung. Der Fall, wo eine 
Funelion in einem Punkte der Fläche 7’ unendlich klein oder unendlich grofs 
von der vten Ordnung wird, kann so betrachtet werden, als wenn die Function 
in » dort zusammenfallenden (oder unendlich nahen) Punkten unendlich klein 
oder unendlich grols von der ersten Ordnung wird, wie in der Folge bisweilen 
geschehen soll. 

Die Art und Weise, wie jene hier zu betrachtenden Functionen un- 
stelie werden, kann dann so ausgedrückt werden. Wird eine von ihnen in 
einem Punkte der Fläche T unendlich. so kann sie, wenn r eine beliebige 
Function bezeichnel, die in diesem Punkte unendlich klein von der ersten 
Ordnung wird, stets durch Subtraction eines endlichen Ausdrucks von der Form 


Alogr+- Br" Ur”... 


in eine dort stelige verwandelt werden, wie sich aus den bekannlen — nach 
Cauchy oder durch die Four:er’sche Reihe zu beweisenden — Sätzen über 


die Entwicklung einer Funclion in Potenzreihen ergiebt. 


>. 

Man denke sich jetzt eine in der z-Ebene allenthalben zlach ausge- 
breitete unbegrenzte und nach dem Obigen als geschlossen zu betrachtende 
zusammenhangende Fläche 7’ gegeben und diese in eine einfach zusammen- 
hangende 7” zerschnitien. Da die Begrenzung einer einfach zusammenhangen- 
den Fläche aus eznem Stücke besteht, eine geschlossene Fläche aber durch 
eine ungerade Anzahl von Schnitten eine gerade Zahl von Begrenzungsslücken, 
durch eine gerade eine ungerade erhält, so ist zu dieser Zerschneidung eine 
gerade Anzahl von Schnitten erforderlich. Die Anzahl dieser Querschnitte 
sei =?2p. Die Zerschneidung werde zur Vereinfachung des Folgenden so 
ausgeführt, dafs jeder spätere Schnili von einem Punkte eines früheren bis zu 
dem anstofsenden Punkte auf der andern Seite desselben geht: wenn sich 
dann eine Gröfse längs der ganzen Begrenzung von T’ stetig ändert und im 
ganzen Schnitisysieme zu beiden Seiten gleiche Aenderungen erleidet, so ist 
die Differenz der beiden Werthe, die sie in demselben Punkte des Schnitt- 
nelzes annimmt, in allen Theilen eines Querschnitts derselben Constanten gleich. 

Man selze nun s=r-+-y2 und nehme in 7 eine Function «+? von 


x, y folgendermalsen an: 
In der-Umgebung der Punkte &, &, ... bestiimme man sie gleich ge- 
gebenen in diesen Punkten unendlich werdenden Functionen von x --y?, und 
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zwar um &,, indem man eine beliebige Function von 2, die in &, unendlich 
klein von der ersten Ordnung wird, durch r, bezeichnet, gleich einem end- 
lichen Ausdrucke von der Form 


) 


A,logr,+B,r,' Gr + = g,(r,), 


worin A,. B,, ©, ... willkührliche Constanten sind. Man ziehe ferner nach 
einem beliebigen Punkte von allen Punkien &, für welche die Gröfse A von 
Null verschieden ist, einander nicht schneidende Linien durch das Innere von 
7’, von e, die Linie /,. Man nehme endlich die Function in der ganzen 
noch übrigen Fläche 7’ so an, dafs sie aufser den Linien Z und. den Quer- 
schnitten überall stetig, auf der positiven (linken) Seite der Linie /, um 
— 27 A, und auf der positiven Seite des ten Querschnills um die gege- 


bene Constante A, gröfser ist, als auf der andern, und dafs das Integral 


/r0a OßN” , foa , Oß\” us v 
ER - (4. ))aT durch die Fläche 7 ausgedehnt einen end- 
SP er 7 eV, u 7 ‘ 


lichen Werth erhält. Dies ist wie leicht zu sehen immer möglich, wenn die 








Summe sämmtlicher Gröfsen A gleich Null ist, aber auch nur unter dieser 
Bedingung, weil nur dann die Funclion nach einem Umlaufe um das System 
der Linien Z den vorigen Werlh wieder annehmen kann. 


Die Constanten AP, AP, ...,. AFP, um welche eine solche Function 
auf der positiven Seite der Querschnitte grölser ist, als auf der andern, sollen 
die Periodicitätsmoduln dieser Function genannt werden. 


Nach dem Dirichlet’schen Prineip kann nun die Funeiion @--P%2 in 
eine Function ® von z--y: verwandelt werden durch Subtraetion einer ähn- 
lichen in 7" allenthalben stetigen Function von x, y mit rein imaginären Perio- 
dieitätsmoduln, und diese ist bis auf eine additive Constante völlig bestimmt. 
Die Function stimmt dann mit «-- 2 in den Unstetigkeiten im Innern von 
T' und in den reellen Theilen der Periodieitätsmoduln überein. Für » kön- 
nen daher die Functionen Y, und die reellen Theile ihrer Periodieitätsmoduln 
willkührlich gegeben werden. Durch diese Bedingungen ist sie bis auf eine 
additive Constante völlig bestimmt, folglich auch der imaginäre Theil ihrer 
Periodicitätsmoduln. 


Es wird sich zeigen, dafs diese Function »& sämmtliche im $.1 be- 
zeichneten Functionen als specielle Fälle unter sich enthält. 


16 * 














120 14. B. Riemann, Theorie der Abel’schen Funetionen. 


N. 


Allenthalben endliche Funetionen w. (Integrale erster Gattung.) 


Wir wollen jetzt die einfachsten von ihnen betrachten und zwar zuerst 
diejenigen, die immer endlich bleiben und also im Innern von T’ allenthalben 
stelig sind. Sind w,. %s, .... @, solche Funclionen, so ist auch 


4—_ 


w = 0,W,- 


’ “ . ’ I : 
0, Ws -|  0,w,-r consl., 
WOrINn As Car 2... a, beliebige Constanten sind, eine solche Function. Es 
seien die Periodicitätsmoduln der Functionen w,, w;, ..., w, für den vten 


. (3 (3 (v) . . ira a . . 
Querschnitt A) „Ay ....,. A, . Der Periodicitätsmodul von ww für diesen Quer- 


ı 
P 
. . (v) ı (v) ' (v) . nu 
schnitt ist dann &,k, ah, ++ +--a,k, —=k"); und setzt man die Gröfsen 
e in die Form y--di, so sind die reellen Theile der 2p Gröfsen A, Ak”, ..., 


k“'’ lineare Functionen der Gröfsen Yı, %2, » + +3 Zp> Oi Or» »..5 0,. Wenn 
nun zwischen den Grölsen w,, 23, ..., @, keine lineare Gleichung mit con- 
stanten Coefficienten statlfindet, so kann die Determinante dieser linearen Aus- 
drücke nicht verschwinden; denn es liefsen sich sonst die Verhältnisse der 
Gröfsen « so bestimmen, dafs die Periodieitätsmoduln des reellen Theils von 
vw sämmtlich O würden, folglich der reelle Theil von w und also auch ww selbst 
nach dem Dirichlet’schen Princip eine Conslante sein mülste. Es können da- 
her dann die 2» Gröfsen & und so bestimmt werden, dafs die reellen Theile 
der Periodieitätsmoduln gegebene Werthe erhalten; und folglich kann w jede 
immer endlich bleibende Function & darstellen, wenn w,, @,, ..., w, keiner 
linearen Gleichung mit constanten Coefficienten genügen. Diese Functionen 
lassen sich aber immer dieser Bedingung gemäfs wählen; denn so lange 
« <Zp, finden zwischen den Periodicitätsmoduln des reellen Theils von 
ww 4 + 
daher w,;, nicht in dieser Form enthalten, wenn man, was nach dem Öbigen 


e„w,-; const. lineare Bedingungsgleichungen statt; es ist 


immer möglich ist, die Periodieitätsmoduln des reellen Theils dieser Function 
so bestimmt, dafs sie diesen Bedingungsgleichungen nicht genügen. 


Functionen w, die für einen Punkt der Fläche T unendlich von der ersten 
Ordnung werden. (Integrale zweiter Gattung.) 

Es sei ® nur für einen Punkt e der Fläche 7’ unendlich, und für 
diesen seien alle Coefficienten in p aufser B gleich 0. Eine solche Function 
ist dann bis auf eine additive Constante bestimmt durch die Gröfse B und die 
reellen Theile ihrer Periodieitätsmoduln. Bezeichnet £'(e) irgend eine solche 
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Function, so können in dem Ausdrucke 
le) = PÜ(e)-o,w, + 0; - 

die Constanten 9, &» %, ..., @, immer so bestimmt werden, dafs für ihn 

die Grölse B und die reellen Theile der Periodieitätsmoduln beliebig gegebene 


ee Wr const. 





Werthe erhalten. Dieser Ausdruck stellt also jede solche Function dar. 


Functionen w, welche fur zwei Punkte der Fläche T loyarithmisch unendlich 
werden. (Integrale dritter Gattung.) 
Betrachten wir drittens den Fall, wo die Function » nur logarithmischh 
unendlich wird. so muls dies, da die Summe der Gröfsen A gleich O sein 
mufs. wenigstens für zwei Punkte der Fläche T, &, und &, geschehen und 


A,—=—A, sein. Ist von den Functionen, bei denen dies stalt hat und die 
beiden letztern Gröfsen —1 sind, irgend eine @®"(&,, &). so sind nach ähn- 
’ 4us (*ı9 


lichen Schlüssen, wie oben, alle übrigen in der Form 


(E65) = DE, 5) +0, ww + u. -- ++ 0,Ww,-- const. 


enthalten. 
Für die folgenden Bemerkungen nehmen wir zur Vereinfachung an. 
dafs die Punkte « keine Verzweigungspunkte sind und nicht im Unendlichen 


liegen. Man kann dann r,—23—z, setzen, indem man durch x, den Werth 


€ 
von 2 in &, bezeichnet. Wenn man dann ®(e,, &) so nach 2, dilferenliirt, dafs 
die reellen Theile der Periodieitätsmoduln (oder auch p von den Periodieitäls- 


f 


moduln) und der Werth von ®(&,,&) für einen beliebigen Punkt der Fläche 7 


® [I . u » . . . 1 
constant bleiben, so erhält man eine Function £(e,), die in &, unstelig wie —- 


Sn '4 


wird. Umgekehrt ist, wenn £(&,) eine solche Function ist, ua): 2; 


€ 


durch eine beliebige in 7 von & nach &, führende Linie genommen, gleich 
einer Function ®(&,&). Auf ähnliche Art erhält man durch n successive 
Differentialionen eines solchen Z(&,) nach 2, Functionen ®, welche im Punkte >, 
wie n/(2—2,)""' unstelig werden und übrigens endlich bleiben. 


Für die ausgeschlossenen Lagen der Punkte e bedürfen diese Sätze 
einer leichten Modification. 


Offenbar kann nun ein mit constanten Coefficienten aus Funclionen w. 
aus Functionen ®@ und ihren Derivirten nach den Unsteligkeitswerthen gebil- 
deter linearer Ausdruck so bestimmt werden, dafs er im Innern von T’ be- 


liebig gegebene Unstetigkeiten von der Form, wie w, erhält, und die reellen 











122 14. BD. Riemann, Theorie der Abel’schen Funclionen. 


Theile seiner Periodieitätsmoduln beliebig gegebene Werlhe annehmen. Durch 
einen solchen Ausdruck kann also jede gegebene Function w dargestellt werden. 


5. 
Der allgemeine Ausdruck einer Funclion w, die für m» Punkte der 
Mläche T, &,. &. .... &„ unendlich grofs von der ersten Ordnung wird. ist 


nach dem Obigen 


N .— v4 !, Mi WER - ... 1 ) ! + 0 u; ci O9 wm, na u Fe 0. u: 


mem „w,-y const.. 

worin #, eine beliebige Function £{z,) und die Gröfsen @ und /5 Constanten 
sind. Wenn von den »n Punkten & eine Anzahl o in denselben Punkt 7 der 
Fläche 7’ zusammenfallen, so sind die o diesen Punkten zugehörigen Func- 
tionen © zu erselzen durch eine Function 7/7) und deren o—1 erste Derivirte 
nach ihrem Unsteligkeilswerthe ($.2). 

Die 2» Periodicitätsmoduln dieser Function s sind lineare homogene 
Funclionen der p- m Gröfsen « und 5%. Wenn m —p--1, lassen sich also 
2» von den Grölsen « und „> als lineare homogene Funclionen der übrigen 
so bestimmen, dafs die Periodieitälsmoduln sämmtlich O werden. Die Function 
enthält dann noch »a—p--1 willkührliche Constanten, von denen sie eine 
lineare homogene Funelion ist, und kann als ein linearer Ausdruck von an —p 
Functionen betrachtet werden, deren jede nur für »y--1 Werthe unendlich von 
der ersien Ordnung wird. 

Wenn za=p--1 ist, so sind die Verhältnisse der 29--1 Gröfsen « 
und > bei jeder Lage der p--1 Punkte e völlig bestimmt. Es können jedoch 
für besondere Lagen dieser Punkte einige der Gröfsen 5 gleich O werden. 
Die Anzahl dieser Gröflsen sei =m— u, so dals die Function nur für « 
Punkte unendlich von der ersien Orduung wird. Diese « Punkte müssen dann 
eine solche Lage haben, dafs von den 2» Bedingungsgleichungen zwischen 


A) 
I 


den p-- u übrigen Gröfsen 5 und @ p--1—u eine identische Folge der übri- 
gen sind. und es können daher nur 2u —p—1 von ihnen beliebig gewählt 
werden. Aufserdem enthält die Funclion noch 2 willkührliche Constanten. 


Es sei nun s so zu bestimmen, dafs « möglichst klein wird. Wenn 


s «mal unendlich von der ersten Ordnung wird, so ist dies auch mit jeder 
rationalen Funclion ersten Grades von s der Fall; man kann daher für die 
Lösung dieser Aufgabe einen der « Punkte beliebig wählen. Die Lage der 
übrigen mufs dann so bestimmt werden, dafs p-+-1—u von den Bedingungs- 
gleichungen zwischen den Gröfsen «@ und ? eine identische Folge der übrigen 
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sind; es mufs also, wenn die Verzweigungswerlhe der Fläche T nicht beson- 
dern Bedingungsgleichungen genügen, p-+1—u = u—1 oder u > !p--1 sein. 

Die Anzahl der in einer Function s, die nur für m Punkte der Fläche 7 
unendlich von der ersten Ordnung wird und übrigens stetig bleibt, enthaltenen 
willkührlichen Constanten ist in allen Fällen = 2m —p-1. 


sine solche Function ist die Wurzel einer Gleichung nn" Grades, 
deren Üovefficienten ganze Functionen m” Grades von z sind. 


Sind s\, S$3, ».., $, die n Werthe der Function s für dassalbe &, und 
bezeichnet o eine beliebige Grölse, so ist (o—s,)(0—s,)...(0—s,) eine 
einwerthige Funetion von 2%, die nur für einen Punkt der z-Ebene, der mit 
einem Punkte e zusammenfällt, unendlich wird und unendlich von einer so 
hohen Ordnung, als Punkte & auf ihn fallen. In der That wird für jeden aul 
ihn fallenden Punkt e, der kein Verzweigungspunkt ist, nur een Factor dieses 
Products von einer um 1 höheren Ordnung unendlich, für einen Punkt x, um 
den die Fläche T' sich mal windet, aber « Factoren von einer um = höheren 


Ordnung. PBezeichnet man nun die Werthe von x in den Puukten &, wo 2 
nicht unendlich ist, durch {,, &, - +, I, und (*—L,)(z— 5)... (2 —[,) durch 
a,; so ist 4,(0 —8,)...(0—5s,) eine einwerthige Function von z, die für alle 
endlichen Werthe von z endlich ist und für z= wx unendlich von der m 


! 


Grades von 2. Sie ist zugleich 


ten 


Ordnung wird, also eine ganze Funclion m 
eine ganze Function nr" Grades von o, die für o=s verschwindet. Be- 
zeichnet man sie durch # und, wie wir in der Folge Ihun wollen, eine yanze 


n mn 


Function F' n’” Grades von o und m“ Grades von x durch Fo, z). so 
nr m 

. . r « . ; V, 

ist s die Wurzel der Gleichung F(s, 2) =. 


Diese Function F#' ist eine Potenz einer unzerfällbaren — d. h. nicht 
als ein Produet aus ganzen Functionen von o und z darstellbaren — Funclion. 
Denn jeder ganze rationale Factor von Z(o, 2) bildet, da er für einige der 
Wurzeln s,, 852, -.., 85, verschwinden muls, für o==s eine Funclion von 2, 
die in einem Theile der Fläche 7 verschwindet und folglich, da diese Fläche 
zusammenhangend ist, in der ganzen Fläche O sein mufs. Zwei unzerfällbare 
Factoren von Fo, 2) könnten aber nur für eine endliche Anzahl von Wer- 
thenpaaren zugleich verschwinden, wenn die eine nicht durch Multiplication 
mit einer Constanten aus der andern erhalten werden könnte. Folglich muls 
F eine Potenz einer unzerfällbaren Function sein. 
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Wenn der Exponent v dieser Potenz —>1 ist, so wird die Verzweigungs- 
art der Function s nicht dargestellt durch die Fläche 7’, sondern durch eine 


in der 3-Ebene allenthalben — fach ausgebreitete Fläche 7, in welcher die 


Fläche 7 allenthalben »fach ausgebreitet ist. Es kann dann zwar s als eine 
wie T' verzweigte Function betrachtet werden, nicht aber umgekehrt 7 als 
verzweigt, wie S. 
Kine solche nur in einzelnen Punkten von T unstetige Function, wie s, 
co 


ist auch ——: Denn diese Function nimmt zu beiden Seiten der Querschnilte 


und der Linien { denselben Werth an. da die Differenz der beiden Werthe 
von o in diesen Linien längs denselben constant ist; sie kann nur unendlich 
werden. wo w unendlich wird, und in den Verzweigungspunkten der Fläche 
und ist sonst allenthalben stetig, da die Derivirte einer einändrig und endlich 
bleibenden Function ebenfalls einändrig und endlich bleibt. 

Es sind daher sämmtliche Functionen w algebraische wie 7’ verzweigte 
Funetionen von %& oder Integrale solcher Functionen. Dieses System von 
Functionen ist bestimmt, wenn die Fläche 7 gegeben ist und hängt nur von 
der Lage ihrer Verzweigungspunkte ab. 


6. ui 

Es sei jetzt die irreductible Gleichung F(s,2)—= 0 gegeben und die 
Art der Verzweigung der Function s oder der sie darstellenden Fläche 7’ zu 
bestimmen. Wenn für einen Werth # von z u Zweige der Function zusam- 
menhangen, so dafs einer dieser Zweige sich erst nach « Umläufen des z um 
wieder in sich selbst fortsetzt. so können diese « Zweige der Function 
(wie nach Cauchy oder durch die Fouwrier’sche Reihe leicht bewiesen wer- 
den kann) dargestellt werden durch eine Reihe nach steigenden rationalen 
Potenzen von 2— / mit Exponenten vom kleinsten gemeinschaftlichen Nen- 
ner «, und umgekehrt. 

Ein Punkt der Fläche 7, in welchem nur zwei Zweige einer Function 
zusammenhangen, so dafs sich um diesen Punkt der erste in den zweiten und 
dieser in jenen fortsetzt, heifse ein eöenfacher Verzweigungspunkt. 

Ein Punkt der Fläche, um welchen sie sich («-+-1)mal windet, kann 
dann angesehen werden als « zusammengefallene (oder unendlich nahe) ein- 


fache Verzweigungspunkte. 
Um dies zu zeigen, seien in einem diesen Punkt umgebenden Stücke 
der z-Ebene s,. 5, .... $,, einändrige Zweige der Function s und in der 
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Begrenzung desselben, bei posiliver Umschreibung auf einander folgend. «,. 
4, ..., 4, einfache Verzweigungspunkte. Durch einen posiliven Umlauf um 


a, werde s, mil 5. um 4, $, Mil 53, .... um 4, Ss, mit s, verlauscht. E 


s ‚Ss 
gehen dann nach einem positiven Umlaufe um ein alle diese Punkte (und kei- 
nen andern Verzweigungspunkt) enthaltendes Gebiel 


Ss Ss “ . .9, Su Sur 


Sa+is Ss über. 


- 


in So be) S; 2) . J 
und es entsteht daher, wenn sie zusammenfallen, ein (w-1)facher Win- 


dungspunkt. 


Die Eigenschaften der Funclionen » hangen wesentlich davon ab, wie 
vielfach zusammenhangend die Fläche T' ist. Um dies zu entscheiden. wollen 
wir zunächst die Anzahl der einfachen Verzweigungspunkte der Function s 
bestimmen. 

In einem Verzweigungspunkte nehmen die dort zusammenhangenden 
Zweige der Function denselben Werth an, und es werden daher zwei oder 
mehrere Wurzeln der Gleichung 


F(s) =— da," - 2 d, gr | ... + Ad, . 0 


einander gleich. Dies kann nur geschehen, wenn 





n—1 


F'(s) = ans "an —1s""— ..-a 


oder die einwerthige Function von 3, F”(s,) F'(s,)... #"(s,). verschwindet. 





Diese Function wird für endliche Werthe von & nur unendlich, wenn s—= x, 
also @,—0 ist und mufs, um endlich zu bleiben, mit «)”" multiplicirt werden. 
Sie wird dann eine einwerthige, für ein endliches z endliche Function von 2, 
welche für 3=» unendlich von der 2»rn(n—1)ten Ordnung wird, also eine 
ganze Function an(n—1)ten Grades. Die Werthe von 2, für welche F"(s) 
und #'(s) gleichzeitig verschwinden, sind also die Wurzeln der Gleichung 
2m(n—1)ten Grades 


0(2)=ayIIF'(s)=0 oder auch, da F'(s)= a,II(s;—$;), (=) 


— a5) = 0, (ii), 


# 
welche durch Elimination von s aus F’(s)=0 und F(s)=0 gebildet wer- 
den kann. 

Wird F(s, 2) =0 fürrs—o, 2=Pß, so ist 
Journal für Mathematik Bd. LIV. Heft 2. 
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F(s,z) = a (s— 0) + (2— PB) 
+1 @- a4 2 - a) M+ Te BY) 
| r : 5 
we) Zu nr a e- P)- y 
Ist also für (s—= «a, = P) —() und verschwinden = ’ 5 dann nicht, 


so wird s—e unendlich klein, wie (x — /P)', und findet also ein einfacher 


/ 





Verzweigungspunkt statt. Es werden zugleich in dem Producte J/F”(s;) zwei 


ı 
Facloren unendlich klein wie (2 — /P)', und @(z) erhält dadurch den Factor 


7 
ol oO’F 








(2—/). In dem Falle, dafs E und Er nie verschwinden, wenn gleich- 
03 s 
" OF | | | i 
zeiig F=0 und ——- —=0 werden, entspricht demnach jedem linearen Factor 


Os 
von ((z) en einfacher Verzweigungspunkt, und die Anzahl dieser Punkte ist 


also = 2m(n—1). 

Die Lage der Verzweigungspunkte hängt von den Coelfficienten der 
Potenzen von z in den Funclionen « ab und ändert sich stetig mit denselben. 

Wenn diese Coefflieienten solche Werthe annehmen, dafs zwei demselben 
Zweigepaar angehörige einfache Verzweigungspunkte zusammenfallen, so heben 
diese sich auf, und es werden zwei Wurzeln von #’(s) einander gleich, ohne 
dals eine Verzweigung stattfindet. Setzt sich nun jeder von ihnen s, in s; 
und s, in s, fort, so geht durch einen Umlauf um ein beide enthaltendes Stück 
der z-Ebene s, in s, und s, in s, über, und beide Zweige werden einändrig, 











wenn sie zusammenfallen. Es bleibt dann also auch ihre Derivirte Em ein- 
sin, il OF os OF 
ändrig und endlich, und folglich wird — = — — —- = 
y | 02 03 08 
or of a 
Wird 2 = „=. —=0 für s—=a, s=P/, so ergeben sich aus 
os 7% 


den drei folgenden Gliedern der Entwicklung von F'(s,2) zwei Werthe für 





s—-& os . . “ . 
35 (s=a,2—=Pß). Sind diese Werthe ungleich und endlich, so 
yo N = 


können die beiden Zweige der Function s, denen sie angehören, dort nicht 


zusammenhangen und sich nicht verzweigen. Es wird dann rar für beide 


unendlich klein wie s—/, und Q@(z) erhält dadurch den Factor (2— P)’; es 
fallen also nur zwei einfache Verzweigungspunkte zusammen. 
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Fl 


Um in jedem Falle, wenn für 2 mehrere Wurzeln der Gleichune 
FXs)=0 gleich « werden, zu entscheiden. wie viele einfache Verzweigunes- 
punkte für (s—«, 2=—-/) zusammenfallen, und wie viele von diesen sich auf- 
heben, mufs man diese Wurzeln (nach dem Verfahren von Lagrange) soweit 
nach steigenden Potenzen von z2— 3 entwickeln, bis diese Entwicklunsen 
sämmtlich von einander verschieden werden; wodurch sich die wirklich noch 
staltlindenden Verzweigungen ergeben. Und man mufs dann untersuchen, von 
welcher Ordnung #"(s) für jede dieser Wurzeln unendlich klein wird, um 
die Anzahl der ihnen zugehörigen linearen Factoren von @(z) oder der für 
(s—= «a, 2/9) zusammengelfallenen einfachen Verzweigungspunkte zu bestimmen. 


Bezeichnet die Zahl o, wie oft sich die Fläche T um den Punkt {s, x) 


windet, so wird im Punkte (z) #"”(s) so oft unendlich klein von der ersten 
l 


B.n 
Ordnung, als dort einfache Verzweigungspunkte zusammenfallen, dz *° so oft. 
1 


als deren wirklich stattfinden, folglich #"(s) d2! so oft. als von ihnen sich 
aufheben. 


Ist die Anzahl der wirklich stattfindenden einfachen Verzweigungen w. 
die Anzahl der sich aufhebenden ?2r, so ist 


w--2r — %n—1)m. 


Nimmt man an, dafs die Verzweigungspunkte nur paarweise und sich aufhebend 
SF IF 
Oi C 





zusammenfallen, so ist für # Werthenpaare (s=7,, 2=0,) F—= = 7, = 0 
n27' 22 n2 2 
o°F o°F oO’F 2 . a u 
und = ar — (=) nicht Null und für w Werthenpaare von s und 2 
02” Os 0s02 
oF OF _. . u en 
F—0, —==0, — nicht Null und —z nicht Null. 
Os 0% os 


Wir beschränken uns meistens auf die Behandlung dieses Falles, da sich 
die Resultate auf die übrigen als Grenzfälle desselben leicht ausdehnen lassen, und 
wir können dies hier um so mehr thun, da wir die Theorie dieser Functionen 
auf eine von der Ausdrucksform unabhängige, keinen Ausnahmefällen unter- 
worfene Grundlage gestützt haben. 


7 
Es findet nun bei einer einfach zusammenhangenden, über einen end- 
lichen Theil der z-Ebene ausgebreiteten Fläche zwischen der Anzahl ihrer 


einfachen Verzweigungspunkte und der Anzahl der Umdrehungen, welche die 


Richtung ihrer Begrenzungslinie macht, die Relation statt, dals die letztere um 
17 * 











128 14. B. Riemann, Theorie der Abel’schen Funetionen. 


eine Einheit gröfser ist, als die erstere; und aus dieser ergiebt sich für eine 
mehrfach zusammenhangende Fläche eine Relation zwischen diesen Anzahlen 
und der Anzahl der Querschnitte, welche sie in eine einfach zusammenhan- 
gende verwandeln. Wir können diese Relation, welche im Grunde von Mafs- 
verhältnissen unabhängig ist und der «analysis situs angehört, hier für die 
Fläche 7 so ableiten. 

Nach dem Dirichlet’schen Prineip läfst sich in der einfach zusammen- 
hangenden Fläche 7’ die Function log{ von 3 so bestimmen, dafs Z für 
einen beliebigen Punkt im Innern derselben unendlich klein von der ersten 
Ordnung wird, und log{ längs einer beliebigen sich nicht schneidenden, von 
dort nach der Begrenzung führenden Linie auf der positiven Seite um — 27 


J 


sröfser, als auf der negativen, übrigens aber allenthalben stetig und Jängs der 
Begrenzung von 7’ rein imaginär ist. Es nimmt dann die Function £ jeden 
Werth, dessen Modul < 1, einmal an; die Gesammtheit ihrer Werihe wird 
folglich durch eine über einen Kreis in der {-Ebene einfach ausgebreitete 
Fläche vertreten. Jedem Punkte von 7’ entspricht ein Punkt des Kreises, und 
umgekehrt. Es wird daher für einen beliebigen Punkt der Fläche, wo 2==?, 
-—[, die Function T—{ unendlich klein von der ersten Ordnung, und folg- 


lich bleibt dort. wenn die Fläche 7’ sich («--1)mal um ihn windet, bei end- 


lichem x’ 











By au — Er’ 
bei unendlichem 2’ aber 
- 0% 
= ar U 3209 (6— Er 


- 


„ um den ganzen Kreis positiv herumgenom- 


r 


. \ O2 
endlich. Das Integral /© log Zr: 


— 


‚ ’ “ 07 ' 
men, ist gleich der Summe der Integrale um die Punkte, wo DE unendlich 
> 


oder Null wird, und also = 2re/w—2Rn). Bezeichnet s ein Stück der Be- 
grenzung von T’ von einem und demselben bestimmten Punkte bis zu einem 
veränderlichen Punkte der Begrenzung, und o das entsprechende Stück auf dem 
Kreisumfange, so ist 
0% 02 | os 0% 
log— = log log — — log —, 
| 59 NT > 00 


oO 0, 


Tr 


und, durch die ganze Begrenzung ausgedehnt, 


9% u; Os e 0% 
Oleg — = (2p —1)2ni, fö ölegzz —(, / log = = — An, 


. > 0s 


> 
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u fo lg — — (2p — 2)2ni. 


Es ergiebt sich demnach w Eee ek «pl. Da nun w—= 2 ((n—1)m—r). 
so ist a—=(n—1)(m —1)—r. 


30 


u % 





S. 

Der allgemeine Ausdruck der wie 7’ verzweigten Functionen s’ von z, 
die für zu’ beliebig gegebene Punkte von 7’ unendlich von der ersten Ord- 
nung werden und übrigens stetig bleiben, enthält nach dem Obigen wW—p 1 
willkührliche Constanten und ist eine lineäre Function derselben ($.5). Lassen 
sich also, wie jetzt gezeigt werden soll, rationale Ausdrücke von s und 2 
bilden, die für m beliebig gegebene, der Gleichung #'=0 genügende Wer- 
Ihenpaare von s und x unendlich von der ersten Ordnung werden und lineare 
Functionen von »"— p--1 willkührlichen Constanten sind, so kann durch diese 
Ausdrücke jede Function s’ dargestellt werden. 

Damit der Quolient zweier ganzen Funclionen 4 /s,z) und w/s, 2) für 
s— x und = wv beliebige endliche Werthe annehmen kann, müssen beide 


von gleichem Grade sein; der Ausdruck, durch welchen s’ dargestellt werden 
SE _ 


w(s, 2) 
v U 


soll. sei daher von der Form „ und überdies sei v—n—1. u—_m—| 


(Ss, 2 
Wenn zwei Zweige der he Ä ohne zusammenzuhangen einander gleich 
werden, also für zwei verschiedene Punkte der Fläche T 2==y und s—0 
wird, so wird s’ allgemein zu reden in diesen beiden Punkten verschiedene 
Werthe annehmen; soll also w— s’y allenthalben —0O sein, so muls für zwei 


verschiedene Werlhe von s' w(y,d)— s’%(y,0)=0 sein, folglich z(y, d)=0O 
und w/y,0)—=0. Es müssen also die Functionen % und ı für die x Wer- 





’e a ee 7 nr 2 % 
Ihenpaare s—y,, 20), ($S. 127) verschwinden *). 
Die Function 7 verschwindet für einen Werth von z, für welchen die 
einwerthige und für ein endliches z endliche Function von 2 
K(2) = ax(s)x()...xX(8,) = 0 
ist; diese Function wird für ein unendliches z unendlich von der Ordnung 





*) Es ist hier, wie gesagt, nur der Fall berücksichtigt, wo die Verzweigungspunkte 
der Function s nur paarweise und sich aufhebend zusammenfallen. Im Allgemeinen 
müssen in einem Punkte von T', wo nach der Auffassung im $.6 sich aufhebende Ver- 
zweigungspunkte zusammenfallen, % und er wenn T sich um diesen Punkt omal windet, 

u. 


unendlich klein werden, wie F*'(s)dze , damit die ersten Glieder in der Entwicklung der 
I 


darzustellenden Function nach ganzen Potenzen von (42)? beliebige Werthe annehmen 
können. 
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mv--nu und ist also eine ganze Function (mr--nu)ten Grades. Da für die 
Werthenpaare (y, 0) zwei Facloren des Prodnets /7y(s,) unendlich klein von 


Li 


der ersten Ordnung werden, also A(z) unendlich klein von der zweiten Ord- 


nung. so wird z aufserdem noch unendlich klein von der ersten Ordnung für 
? —= mr - nu — Ir 
Werthenpaare von s und x oder Punkte von T.. 


Ist »—>n—1, u>m—1, so bleibt der Werth der Function y unge- 
ändert. wenn man 


[Ki vn um n m 


y 
. f > o\ | f A) ; v N} f i 
\S; . J = 0 \ S, 4 ) F \$, I, ” 


ı 


worin o beliebig ist, für z w; 2) setzt; es können also (— n-1)(e—m-1) 

von den Coeffieienten dieses Ausdrucks willkührlich angenommen werden. 

Werden nun von den («--1)(w-+-1)— (v—n-+1)(« —m-1) noch übrigen r 

als lineare Funelionen der übrigen so bestimmt, dafs z für die # Werthenpaare 
y,0) verschwindet, so enthält die Function y noch 

e — (u--1)r+1)— (r—n-1)(u—m-1)—r 

— num — (n—1)m—1)—r-1 

willkührliche Constanten. Es ist also 2— e—=(n—1)('m —1)— r—1=p-—1. 

Nimmt man « und v so an, dafs &> m’ ist, so kann man x so be- 

stimmen, dafs es für m’ beliebig gegebene Werthenpaare unendlich klein von 


A  Ww 
der ersten Ordnung wird, und dann, wenn m’ > p, w so einrichten, dafs — 


für alle übrigen Werthe endlich bleibt. In der That ist y ebenfalls eine U. 
homogene Function von & willkührlichen Constanten, und es lassen sich also, 
wenn &—2-- m >>1 ist, 2— mn’ von ihnen als lineare Funclionen der übrigen 
so bestimmen, dafs w für die @— m’ Werthenpaare von s und %£, für welche 
zy noch unendlich klein von der ersten Ordnung wird, ebenfalls verschwindet. 
Die Funetion y enthält demnach &— 2 -+ m’ = m’— p--1 willkührliche Constan- 
ten, und kann also jede Function s’ darstellen. 


9. 





10] . * . . 
- algebraische wie s verzweigte Funclionen von 2 


0 


sind ($.5), so lassen sie sich zufolge des eben bewiesenen Satzes rational 


Da die Funectionen 


ins und & ausdrücken, und sämmtliche Functionen ® als Integrale rationaler 
Funelionen von s und 2. 
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Ist w eine allenthalben endliche Function w, so wird 5 unendlich von 
der ersten Ordnung für jeden einfachen Verzweigungspunkt der Fläche 7', da 
dw und (dz): dort unendlich klein von der ersten Ordnung sind, bleibt aber 
sonst allenthalben stetig und wird für 2—= w unendlich klein von der zweiten 
Ordnung. Umgekehrt bleibt das Integral einer Function, die sich so verhält. 
allenthalben endlich. 


Um diese Function = als Quotient zweier ganzen Functionen von s 
und 2 auszudrücken, mufs man (nach $.8) zum Nenner eine Function neh- 
men, die verschwindet in den Verzweigungspunkten und für die x Werthen- 
paare (y,0). Dieser Bedingung genüg! man am einfachsten durch eine Function. 
die nur für diese Werthe O wird. Eine solche ist 
oF 
ös 





n—1 40-2 
— uns" an—1s""+.--+4,_.. 


Diese wird für ein unendliches s unendlich von der n—?ten Ordnung (da 
a, dann unendlich klein von der ersten Ordnung wird) und für ein unendliches 


" ., Ow h 
2 unendlich von der ten Ordnung. Damit Er aulser den Verzweigungs- 


N 


punkten endlich und für ein nnendliches x unendlich klein von der zweiten 


ni? m 


Ordnung ist, muls also der Zähler eine ganze Function %(s, x ) sein, die 
für die r Werthenpaare (7,0) (8.127) verschwindet. Demnach ist 


2 m—?2 n—2 m? 


1 
a ’o(s 23) pls, 2)O8 
> of Pa ol e 
’ I. 
Ss * 


2 











wo gl Tr sy, EI, En... P 
Die Function p enthält (an —1)(an —1) constante Coelfficienten, und wenn 
r von ihnen als lineare Funclionen der übrigen so bestimmt werden. dals 





p=0 für dier Werthenpaare s—=y, x, so bleiben noch (m—1)(n—1)—r 
oder p» willkührlich, und es erhält y die Form 
Hp tapt "pP 
WON Ps Pas »* +5 9, besondere Functionen Y, von denen keine eine lineare 
Function der übrigen ist, und @,, &, ..., «&, beliebige Constanten sind. Als 
allgemeiner Ausdruck von ww ergiebt sich, wie oben auf anderem Wege 
WW + + +0,w,4-consl. 

Die nicht allenthalben endlich bleibenden Functionen » und also die 

Integrale zweiter und dritter Gattung lassen sich nach denselben Principien 
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ralional in s und z& ausdrücken, wobei wir indefs hier nicht verweilen, da die 
allgemeinen Regeln des vorigen $. keiner weitern Erläuterung bedürfen und 
zur Betrachtung bestimmter Formen dieser Integrale erst die Theorie der 
?-Funetionen Anlals giebt. 


10. 
Die Funelion g wird aufser für die r Werthenpaare (y, ö) noch für 
mın—2) nm —2,)—?Rr oder 2/p—1) der Gleichung F'==0 genügende 
Werthenpaare von s und 3 unendlich klein von der ersten Ordnung. Sind nun 





ya pm pt ta, gy, 
und 
(2) 4 (2) } (2) | (2) 
f = (0, PT Os fr a Ü p, 
Zac r a2) j 
„wei beliebige Funelionen Y, so kann man in dem Ausdrucke —- den Nenner 
F 


so bestimmen, dals er für p—1 beliebig gegebene der Gleichung F= 0 ge- 
nügende Werthenpaare von s und & gleich Null wird, und dann den Zähler 
so, dafs er für »—2 von den übrigen Werthenpaaren, für welche g noch 
gleich O wird, gleichfalls verschwindet. Er ist dann noch eine lineare Function 
von zwei willkührlichen Constanten und folglich ein allgemeiner Ausdruck einer 
Funetion, die nur für p Punkie der Fläche 7’ unendlich von der ersten Ord- 
nung wird. Eine Function, die für weniger als » Punkte unendlich wird, 
bilde! einen speciellen Fall dieser Function; es lassen sich daher alle Functio- 
nen, die für weniger als »--1 Punkte der Fläche 7’ unendlich von der ersten 


. ga) . dw) 
Ordnung werden. in der Form —— oder in der Form Tu ° 
© (IE 
ea 


y wenn 20’ und 
F 
:‘’ zwei allenthalben endliche Integrale rationaler Functionen von s und 2 


sind. darstellen. 


11. 
Eine wie 7’ verzweigte Function x, von 2, die für n, Punkte dieser 
Fläche unendlich von der ersten Ordnung wird, ist nach dem Früheren ($. 123) 


n n; 


die Wurzel einer Gleichung von der Form @(2,,2) == O und nimmt daher jeden 
Werth für n, Punkte der Fläche T an. Wenn man sich also jeden Punkt 
von 7 durch einen den Werth von 2, in diesem Punkte geomelrisch reprä- 
senlirenden Punkt einer Ebene abgebildet denkt, so bildet die Gesammtheit 
dieser Punkte eine in der 2,-Ebene allenthalben r, fach ausgebreitete und die 
Fläche 7° — bekanntlich in den kleinsten Theilen ähnlich — abbildende Fläche 
T,. Jedem Punkt in der einen Fläche entspricht dann ein Punkt in der an- 
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u.“ 


dern. Die Funclionen » oder die Integrale wie 7’ verzweigter Functionen 
von % gehen daher, wenn man für z& als unabhängig veränderliche Gröfse z, 
einführt, in Functionen über, welche in der Fläche 7', allenthalben einen be- 
stimmten Werth und dieselben Unstetigkeiten haben, wie die Funclionen w in 
den entsprechenden Punkten von 7, und welche folglich Integrale wie 7, ver- 
zweigter Functionen von 2, sind. 

Bezeichnel s, irgend eine andere wie 7’ verzweigte Function von z, 
die für »2, Punkte von T und also auch von T, unendlich von der ersten 
Ordnung wird, so findet ($.5) zwischen s, und 2, eine Gleichung von der Form 

n, m, 
N (Si, 7) = 0 
statt, worin F\, eine Potenz einer unzerfällbaren ganzen Function von s, und 
z, ist; und es lassen sich, wenn diese Potenz die erste ist. alle wie T', ver- 
zweigten Functionen von 2%,, folglich alle rationalen Functionen von s und 2 
rational in s, und 2, ausdrücken ($. 8). 


n m 


Die Gleichung F'(s, z2)—=0 kann also durch eine rationale Substitution 


n, m, 


in F\(s,, 3,) und diese in jene transformirt werden. 

Die Gröfsengebiete (s, 2) und (s,,. 2,) sind gleichvielfach zusammenhan- 
gend, da jedem Punkte des einen ein Punkt des andern entspricht. Bezeichnet 
daher r, die Anzahl der Fälle, in welchen s, und 2, für zwei verschiedene 


Punkte des Gröfsengebiets (s,, 2,) beide denselben Werth annehmen und folglich 
öF, öF, FF, En. 
ds und = 0° da er) nicht Null 


ist, so mußs (n,—1) m, I) — r, =p=(n—1)(m—1)—r sein. 





gleichzeilig F\. gleich O und 


12. 

Man betrachte nun als zu Einer Älasse gehörend alle erreductiblen 
algebraischen Gleichungen zwischen zwei veränderlichen Gröfsen, welche 
sich durch rationale Substitutionen in einander trunsformiren lassen, so 
dafs F(s,2)=0 und F,(s,,2,)=0 zu derselben Klasse gehören, wenn sich 
für s und 2 solche rationale Functionen von s, und 2, setzen lassen, dafs 
F(s,2)—=0 in F\(s,, 2.) = 0 übergeht und zugleich s, und z, rationale 
Functionen von s und & sind. 

Die rationalen Functionen von s und z bilden, als Functionen von ir- 
gend einer von ihnen 5 betrachtet, ein System gleichverzweigter algebraischer 
Functionen. Auf diese Weise führt jede Gleichung offenbar zu einer Klasse 
von Systemen gleichverzweigter algebraischer Funclionen, welche sich durch 
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Einführung einer Function des Systems als unabhängig veränderlicher Gröfse 
in einander transformiren lassen und zwar alle Gleichungen Einer Klasse zu 
derselben Klasse von Systemen algebraischer Functionen, und umgekehrt 
führt ($. 11) jede Klasse von solchen Systemen zu Einer Klasse von Glei- 
chungen. 


Ist das Gröfsengebiel (s, 2) 2p--1fach zusammenhangend und die 





Function Z in « Punkten desselben unendlich von der ersten Ordnung, so ist 
die Anzahl der Verzweigungswerthe der gleichverzweigten Funclionen von [, 
welche durch die übrigen rationalen Funclionen von s und 2 gebildet werden. 
2(u--p—1)., und die Anzahl der willkührlichen Constanten in der Function £ 
2u —p--1(8$.5). Diese lassen sich so bestimmen, dafs Qu —p--1 Verzwei- 
gungswerlhe gegebene Werthe annehmen, wenn diese Verzweigungswerlhe von 
einander unabhängige Funclionen von ihnen sind; und zwar nur auf eine end- 
liche Anzahl Arten, da die Bedingwngsgleichungen algebraisch sind. In jeder 
Klasse von Systemen gleichverzweigler 27p--1fach zusammenhangender Funelio- 
nen giebt es daher eine endliche Anzahl von Systemen «werthiger Funclionen, 
in welchen 2: —p--1 Verzweigungswerthe gegebene Werthe annehmen. Wenn 
andererseits die 2(u-- p—1) Verzweigungspunkte einer die {-Ebene allenthal- 
ben «fach bedeckenden, 2» —-1fach zusammenhangenden Fläche beliebig gegeben 
sind, so giebt es ($$.3—5) immer ein System wie diese Fläche verzweigter 
algebraischer Functionen von &. Die 3» —3 übrigen Verzweigungswerthe in 
jenen Systemen gleichverzweigler «werthiger Functionen können daher be- 
liebige Werthe annehmen; und es hängt also eine Klasse von Syslemen gleich- 
verzweigter 2» --1fach zusammenhangender Funelionen und die zu ihr gehö- 
rende Klasse algebraischer Gleichungen von 3» —3 stetig veränderlichen Grölsen 


ab, welche die Moduln dieser Klasse genannt werden sollen. 


Diese Bestimmung der Anzahl der Moduln einer Klasse 2p-1-1fach 
zusammenhangender algebraischer Functionen gilt jedoch nur unter der Vor- 
ausselzung, dals es 2u—p--1 Verzweigungswerthe giebt, welche von einander 
unabhängige Funclionen der willkührlichen Constanten in der Function Z sind. 
Diese Voraussetzung trifft nur zu, wenn p >1, und die Anzahl der Moduln 
ist nur dann = 3p —3, für p=1 aber —=1. Die directe Untersuchung der- 
selben wird indefs schwierig durch die Art und Weise, wie die willkührlichen 
Constanlen in { enthalten sind. Man führe deshalb in einem Systeme gleich- 


verzweigter 2p-!-1fach zusammenhangender Functionen, um die Anzahl der 
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Moduln zu bestimmen, als unabhängig veränderliche Gröfse nicht eine dieser 
Funclionen, sondern ein allenthalben endliches Integral einer solchen Function ein. 

Die Werihe, welche die Function w von z& innnerhalb der Fläche 7’ 
annimmt. werden geomelrisch repräsenlirt durch eine einen endlichen Theil 
der @-Ebene einfach oder mehrfach bedeckende und die Fläche 7’ (in den 
kleinsten Theilen ähnlich) abbildende Fläche, welche durch 8 bezeichnet wer- 
den soll. Da :© auf der posiliven Seite des »"" Querschnitts um die Constante 
k’ srölser ist, als auf der negativen, so besteht die Begrenzung von S aus 
Paaren von parallelen Curven, welche denselben Theil des 7 begrenzenden 
Schnitisystems abbilden, und es wird die Ortsverschiedenheit der entsprechen- 
den Punkte in den parallelen, den v"" Querschnitt abbildenden Begrenzungs- 
Iheilen von 8 durch die complexe Gröfse Ak"? ausgedrückt. Die Anzahl der 
einfachen Verzweigungspunkte der Fläche S ist 2» — 2, da dw in 2» —2 
Punkten der Fläche 7’ unendlich klein von der zweiten Ordnung wird. Die 
ralionalen Funclionen von s und z sind dann Functionen von ee, welche für 
jeden Punkt von 8 Einen bestimmten, wo sie nicht unendlich werden, stetig 
sich ändernden Werth haben und in den entsprechenden Punkten paralleler 
Begrenzungstheile denselben Werth annehmen. Sie bilden daher ein System 
oleichverzweigter und 2pfach periodischer Functionen von w. Es läfst sich 
nun (auf ähnlichem Wege, wie in den $$.3—5) zeigen. dafs, die 2» —2 
Verzweigungspunkte und die 2» Ortsverschiedenheiten paralleler Begrenzungs- 
theile der Fläche S’ als willkührlich gegeben vorausgesetzt, immer ein System 
wie diese Fläche verzweigter Functionen existirt, welche in den enisprechen- 
den Punkten paralleler Begrenznngstheile denselben Werth annehmen und also 
2plach periodisch sind, und die, als Functionen von einer von ihnen betrachtet. 
ein System gleichverzweigler 2p--1fach zusammenhangender algebraischer 
Funclionen bilden, folglich zu einer Klasse von 2p--1fach zusammenhangenden 
algebraischen Funclionen führen. In der That ergiebt sich nach dem Drrichlet- 
schen Prineip. dafs in der Fläche $ eine Function von w bis auf eine addilive 
Constanie bestimmt ist durch die Bedingungen, im Innern von 8 beliebig ge- 
gebene Unsteligkeiten von der Form wie » in T’ anzunehmen und in den 
entsprechenden Punkten paralleler Begrenzungstheile um Constanten, deren 
reeller Theil gegeben ist, verschiedene Werthe zu erhalten. Hieraus schliefst 
man, ähnlich wie im $.5, die Möglichkeit von Functionen, welche nur in ein- 
zelnen Punkten von S unstetig werden und in den entsprechenden Punkten 


paralleler Begrenzungstheile denselben Werth annehmen. Wird eine solche 
18 * 
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Function x in n Punkten von S unendlich von der ersten Ordnung. und sonst 
nicht unstetig, so nimmt sie jeden complexen Werth in n Punkten von S 
an; denn, wenn a eine beliebige Constante ist, so ist /Ölog(z — a), um S 
erstreckt, — 0, da die Integration durch parallele Begrenzungstheile sich auf- 
hebt, und es wird daher —a in NS ebenso oft unendlich klein, als unendlich 
von der ersten Ordnung. Die Werthe, welche x annimmt, werden folglich 
durch eine über die s-Ebene allenthalben nfach ausgebreitete Fläche reprä- 
sentirt, und die übrigen ebenso verzweigten und periodischen Functionen von w 
bilden daher ein System wie diese Fläche verzweigter 2p-I1fach zusammen- 
hangender algebraischer Functionen von 2, w. z. b. w. 

Für eine beliebig gegebene Klasse 2p--1fach zusammenhangender 
algebraischer Functionen kann man nun in dem als unabhängig veränderliche 
Gröfse einzufübrenden 

w = WW 4 0,Wp € 

die Grölsen « so bestimmen, dafs » von den 2» Periodicitälsmoduln gegebene 
Werthe annehmen, und e wenn p >1 so, dafs einer von den 2»—2 Ver- 
zweigungswerihen der periodischen Funclionen von w einen gegebenen Werth 
erhält. Dadurch ist »» völlig bestimmt, und also sind es auch die 3»—3 
übrigen Gröfsen, von denen die Verzweigungsart und Periodicität jener Functio- 
nen von ww abhängt; und da jedweden Werthen dieser 3p—3 Grölsen eine 
Klasse von 2p-+-1fach zusammenhangenden algebraischen Funclionen entspricht, 
so hängt eine solche von 3»—3 unabhängig veränderlichen Gröfsen ab. 

Wenn p=1 ist, so ist kein Verzweigungspunkt vorhanden, und es 
läfst sich in | 

w—0,Ww, TC 
die Gröfse «, so beslimmen, dafs een Periodicitätsmodul einen gegebenen 
Werth erhält, und dadurch ist der andere Periodicitätsmodul bestimmt. Die 
Anzahl der Moduln einer Klasse ist also dann —=1. 


13. 
Nach den obigen (im $. 11 entwickelten) Prineipien der Transformation 
mufs man, um eine beliebig gegebene Gleichung F'(s, 2) = 0 durch eine ratio- 


n, my 
nale Substitution in eine Gleichung derselben Klasse F\,(sj,2,)= 0 von mög- 
lichst niedrigem Grade zu transformiren, zuerst für 2%, einen rationalen Aus- 
druck in s und 2, r/s,z), so bestimmen, dafs n, möglichst klein wird, und 

















14. B. Riemann, Theorie der Abel’schen Functionen. 137 


dann s, gleich einem andern rationalen Ausdrucke r'(s, x) so, dafs »m, möglichst 
klein wird und zugleich die zu einem beliebigen Werthe von x, gehörigen 
Werthe von s, nicht in Gruppen unter einander gleicher zerfallen, so dafs 


n m 


ı 
F‘\(s,. &,) nicht eine höhere Potenz einer unzerfällbaren Function sein kann. 

Wenn das Gröfsengebiet (s,3) 2»--1fach zusammenhangend ist, so ist 

0 02 . ) 
der kleinste Werth, den rn, annehmen kann, allgemein zu reden. 25+1 
($. 5) und die Anzahl der Fälle, in denen s, und 2, für zwei verschiedene 
Punkte des Gröfsengebiets beide denselben Werth annehmen. 

— (mn, —1) (m, - 1) —p. 

In einer Klasse von algebraischen Gleichungen zwischen zwei ver- 

änderlichen Gröfsen haben demnach. wenn ihre Moduln nicht besonderen Bedin- 


sungsgleichungen genügen, die Gleichungen niedrigsten Grades folgende Form: 


für p—=1, F(is,2)=0, r=0 
2 3 
s \ \ 

p=2, F'(s, z) = f r— (0 


a ‘ NV r a’ R y 212 
p=Wu—3, F(s,2)=0, r=(u—2) 
p>?2 
‘ ‘ v,‚E D “er. 
p=?R2u—2, Fs,2)=0, r=(u—l)(u—3). 
Von den Coefficienten der Potenzen von s und 2 in den ganzen Functio- 
nen F' müssen r als lineare homogene Funclionen der übrigen so bestimmt 


Aj 
« 





oF 
werden, dafs “ur und ER 


paare gleichzeitig verschwinden. Die rationalen Functionen von s und 2, als 


für r der Gleichung #=-0 genügende Werthen- 


Functionen von einer von ihnen betrachtet, stellen dann alle Systeme 2p-+-1fach 
zusammenhangender algebraischer Functionen dar. 


11. 

Ich benutze nun nach Jacobi (dieses Journal Bd. 9 Nr. 32 9.8) das 
Abel’sche Additionstheorem zur Integration eines Systems von Differentialglei- 
chungen; ich werde mich dabei auf das beschränken, was in dieser Abhand- 
lung später nöthig ist. 

Führt man in einem allenthalben endlichen Integrale w einer rationalen 
Function von s und 2 als unabhängig veränderliche Gröfse eine rationale 
Function von s und 2, {, ein, die für m Werthenpaare von s und 2 unend- 
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Mi _ I i \ F 
lich von der ersten Ordnung wird, so ist 7, eine einwerthige Funclion von £. 


Bezeichnet man die »» Werthe von :»w für dasselbe T durch w’, «, ..., 10”), 


so Ist 





r { [a n [a n 

ow\) vw | ‚ gw(”) 
ne . N u: >. u u © ee 
A oc 


eine einwerlhige Funelion von {, deren Integral allenthalben endlich bleibt. 


sind folelich ist auch fi we) ae? --...-10”)) allenthalben einwerthig und 


endlich. milbin constant. Auf ähnliche Weise findet sich, wenn o", 9, .... 
a” die demselben T entsprechenden Werthe eines beliebigen Integrals w 


einer ralionalen Function von s und & bezeichnen, Jöto®- WI 4..o")) 


bis auf eine additive Constante aus den Unstetigkeiten von ® und zwar als 
Summe von einer ralionalen Function und mit constanten Öoeffiecienfen ver- 
sehenen Logarithmen rationaler Funeclionen von L. 

Mittelsi dieses Satzes lassen sich, wie jetzt gezeigl werden soll. fol- 


oende » gleichzeitige Differentialgleichungen zwischen den » --1 der Gleichung 











F(s,2)==0 genügenden Werthenpaaren von s und 2, (Sı» 21), (Sa 2a), +...» 
(Snrıs Sp+i) 
Vals) 1 Pal) | ,,,_ı Palsrri, 2prı)OipHı _ g 
os, 2) arts, s %,) of (s,- 1, 2p-+1) 
ös, Os, Osp+i 
lür a—=1.2,.... p, allgemein oder vollständig (complete) integriren. 


Durch diese Differentialgleichungen sind » von den Gröfsenpaaren (s,,2,) 
als Funelionen des einen noch übrigen völlig bestimmt, wenn für einen belie- 
biven Werth des letzteren die Werthe der übrigen gegeben werden. Wenn 
man also diese p--1 Gröfsenpaare als Functionen eöner veränderlichen Gröfse £ 
so bestimmt. dafs sie für denselben Werth O dieser Grölse beliebig gegebene 
Anfangswerthe (Ss, 21)» (5,22) +++» ($5415 25,1) annehmen und den Diffe- 
rentialgleichungen genügen, so hat man dadurch die Differentialgleichungen all- 
gemein integrirt. Nun läfst sich die Grölse n als einwerthige und folglich 


rationale Function von (s,%&) immer so bestimmen, dafs sie nur für alle oder 


) 
7 


einige von den »--1 Werthenpaaren (s,,*%,) unendlich und für diese nur un- 
endlich von der ersten Ordnung wird, da sich in dem Ausdrucke 


u=p-+]1  u=p 
= Puls, zu) + Ze.w, eonst. 
ul ul 


die Verhältnisse der Gröfsen « und ? immer so bestimmen lassen. dafs die 
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Periodicitätsmoduln sämmtlich O werden. Es genügen dann, wenn kein 5 = 0 


,„ den zu lösenden Differentialgleichungen die p--1 Zweige der p- p--1werthigen 
assanlunee Functionen s und 2 von L, (Sı, Zi), ($25 22)5 +++5 (Sy413 Zorn), 
welche für £=0 die Werthe (s1,24), ($2,22)> - ++, ($p+13 2541) annehmen. 
Wenn aber von den Gröfsen ? einige, etwa die p--I1— m letzten, gleich O 
werden, so werden die zu lösenden Differentialgleichungen befriedigt durch die 


» 


m Zweige der mwerthigen Funclionen s und & von LS, (Si, 21), (Sa, Sr), 


f 


& > \ 2. R " Yo m ER . £ 2 ‚0 
(Sms Zm); Welche für £—=0 gleich (sı, 2 


lo. (624 22)5 + 20 (dm, 2m) werden, und. 


J 


durch constante also ihren Anfangswerthen $„41> --+> &,;1ı gleiche Werthe deı 
I D. 4 Baanl iss 9419 &,,1. Im letzteren Falle sind von den p linearen 
yzr 2 


“ ° 0) a )O2u ri ü . 
homogenen Gleichungen I Fake - - E=0 für n—=1,2,..., p zwischen 
” ul © us Du) 





nn 
u 


den Gröfsen — Ä 
Ol’ (s4, Zu) 





p+1—m eine Folge der übrigen; es ergeben sich 





OS, 
hieraus »--1— m Bedingun: esgleichungen, welche, damit dieser Fall eintritt. 
) und also auch zwischen ihren 


m, 


zwischen den Functionen (S,,. 21), »» +, ($S,>% 
Anfangswerthen (sı, 27). »+., (S),,2,,) erfüllt sein müssen, und es können daher 


geben werden. 


von diesen, wie oben ($. 5) gefunden, nur 22 —p—1 beliebig ge 
13. 


Y . ts; = Y . ® 
Es sei nun (Pan -h const., durch das Innere von 7 integrirt. 





Fils, 2 
os 
gleich w, und der Periodicitätsmodul von w, für den vten Querschnitt gleich 


Ds 


k, so dafs sich die Functionen w,, Wr, ..., w, des Grölsenpaars (s, 2) beim 
Vebertrilt des Punkts (s, 2) von der negativen aufdie positive Seite des vten 
. . ... (v / ya on 
Querschnitts gleichzeitig um Ay, Kö”, ..., = ändern. Zur Abkürzung mag 
ein System von p Gröfsen (b,,b,,...,d,) einem andern (@,,@,...,4,) con- 

. .. ® 
gruent nach 2p Systemen zusammengehöriger Moduln genannt werden, 
wenn es aus ihm durch gleichzeitige Aenderungen sämmtlicher Gröfsen um 
zusammengehörige Moduln erhalten werden kann. Ist der Modul der nten 


Grölse im vien Systeme —= Ak”, so heifst demnach 
(Di, Öayenen b,) = (4,Q2,...,,), 


v=?2p 
wenn d, =a,-4 3 m,k\) für n=1,2,..., p und m,, My, ..., M,, ganze 


Zahlen sind. “u 








140 14. B. Riemann, Theorie der Abel’schen Functionen. 


Da sich p» beliebige Gröfsen a,. @, .... @, immer und nur auf eine 


> 
) =2p [ 


Weise in die Form a, = I 5,Kk\’ setzen lassen. so dafs die 2» Gröfsen & 
2! 


reell sind. und durch Aenderung dieser Gröfsen 5 um ganze Zahlen alle con- 
gruenten Systeme und nur diese sich ergeben, so erhält man aus jeder Reihe 
congruenter Systeme eins und nur eins, wenn man in diesen Ausdrücken jede 
Gröfse $ alle Werthe von einem beliebigen Werthe bis zu einem um 1 grö- 
[seren, einen der beiden Grenzwerlthe eingeschlossen, stetig durchlaufen läfst. 

Dieses festgesetzt, folgt aus den obigen Differentialgleichungen oder 


u=p+1 
aus den » Gleichungen F_ dw’ —=0 für n=1,2,..., p durch Integration 
ul 
(1) < (u) < u) En ’ \ 
zw Zw 2.3, ) ZZ (O1 Can». .y 6,); 


B) 


Worin Eis Cry ..., €, constanle von den Werthen (s’, 2’) abhängige Gröfsen sind. 


16. 


Drückt man S als Quotienten zweier ganzen Funclionen von s und 2, 


Sei 


aus, so sind die Gröfsenpaare (5,. 231) **+, (Sn, 2„) die gemeinschaftliche 


Wurzeln der Gleichungen #0 und =! Da die ganze Function 


Te 


+-[Sv = f(s,z 
für alle Werthenpaare, für welche und w gleichzeitig verschwinden, eben- 
falls. was auch { sei, verschwindel, so können die Gröfsenpaare (Ss), 21), ---, 
($,,.%„) auch definirt werden als gemeinschaftliche Wurzeln der Gleichung #—0 
und einer Gleichung f(s,2)= 0, deren Coelfficienten so sich ändern. dafs 
alle übrigen gemeinschaftlichen Wurzeln constant bleiben. Wenn m <p-1. 


a) 
kann 5 in der Form u) dargestellt werden ($.10) und f in der Form 


„Lg — y®. 
Die allgemeinsten Werthe der den p Gleichungen 


uf 


Edu® —0 ir ne1,2,...,9 


ul 
genügenden Funclionenpaare (S,,2,), »- ., ($,, %,) werden daher gebildet durch 
p gemeinschaftliche Wurzeln der Gleichungen #=0 und 9=0, welche so 
sich ändern, dafs die übrigen gemeinschaftlichen Wurzeln constant bleiben. 
Hieraus folgt leicht der später nöthige Satz, dafs die Aufgabe, »—1 von den 
2p —2 Gröfsenpaaren (S13 &1)» «+, (Sap-2s Zıp—2) als Functionen der p —1 übri- 


u=?2p—2 


gen so zu bestimmen, dafs die » Gleichungen Z_ dw)’ =0 für n=1,2,...,p 


ul 
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erfüllt werden, völlig allgemein gelöst wird, wenn man für diese 2»—2 Grö- 
[senpaare die von den r Wurzeln s=7,, 3==0, ($.6) verschiedenen ge- 
meinschaftlichen Wurzeln der Gleichungen #=0 und == 0 oder die 2» —2 
Werthenpaare nimmt, für welche dw unendlich klein von der zweiten Ordnung 
wird, und dafs diese Aufgabe daher nur eöste Lösung zuläfst. Solche Gröfsen- 
paare sollen a die Gleichung = verknüpft heilsen. In Folge deı 


) 2 p=? N, 1) 


Ta - 2p—2 2pn—?2 

( > . (u) . 4 

Gleichungen &  dw® —( wird (= a 3 w, ), die Summen 
1 1 1 


über solche Gröfsenpaare EN congrueni einem conslanten Gröfsen- 
systeme (C,,. Ca, ..., €,), Worin €, nur von der addiliven Constante in der 
Function ww, oder dem Anfangswerihe des sie ausdrückenden Integrals abhängt. 


Zweite Abiheilung. 
17. 

Für die ferneren Untersuchungen über Integrale von algebraischen. 
2p +-1fach zusammenhangenden Functionen ist die Betrachlung einer plach un- 
endlichen 9-Reihe von grofsem Nutzen, d. h. einer pfach unendlichen Reihe, 
in welcher der Logarithmus des allgemeinen Gliedes eine ganze Function zwei- 
ien Grades der Stellenzeiger ist. Es sei in dieser Function für ein Glied, 
dessen Stellenzeiger m,. m, ..., m, sind, der Üoefliecient des Quadrals ın,, 
gleich @,,„, des doppelten Products m, m, gleich a, „== a der doppelten 


u, u‘ u',u> 


Gröfse m, gleich v,, und das constante Glied —=0. Die Summe der Reihe, 
über alle ganzen positiven oder negativen Werthe der Gröfsen m ausgedehnt, 
werde als Function der » Gröfsen vo betrachtet und durch I(v,. ©, .... v,) 
bezeichnet, so dals 


p 
p 10) A, am m wr?22v, My; 

(1.) (0 %24...,0,) = — (z Ar 

worin die Summationen im Exponenten sich auf u und uw, die äufseren Sum- 

mationen auf m,, my, ..., »n, beziehen. Damit diese Reihe convergiri, mufs 


pP, ? 
der reelle Theil von (=) A, .m,m,. wesentlich negativ sein oder, als eine 
1 )j i 


Summe von positiven oder negativen Quadraten reeller linearer von einander 
unabhängiger Funclionen der Gröfsen m dargestellt, aus p negativen Quadraten 
zusammengesetzt sein. 
Die Function 9 hat die Eigenschaft, dafs es Systeme von gleichzeitigen 
Aenderungen der p Gröfsen v giebt, durch welche log nur um eine lineare 
Journal für Mathematik Bd. LIV. Heft 2. 19 
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Function der Gröfsen v geändert wird, und zwar 2» von einander unabhän- 
gige Systeme (d.h. von denen keins eine Folge der übrigen ist). Denn man 
hat, die ungeändert bleibenden Gröfsen ® unter dem Functionszeichen 9 weg- 
lassend, für vu =1, 2, ..., p 


(?.) I = v4 ni) und 


),; 


(3.) 3=e Tun (v4, a4 du er Up 4y,u)> 
wie sich sofort ergiebt, wenn man in der Reihe für 9 den Stellenzeiger m, 
in 2,1 verwandelt, wodurch sie, während ihr Werth ungeändert bleibt, in 
den Ausdruck zur Rechten übergeht. 

Die Function 9 ist durch diese Relationen und durch die Eigenschaft, 
allenthalben endlich zu bleiben, bis auf einen constanten Factor bestimmt. Denn 
in Folge der letzteren Eigenschaft und der Relationen (2.) ist sie eine ein- 

9% 


Ü u 


i 


. “ . s m . 2 2v . 
werthige für endliche » endliche Function von e ', e ‘, ..., e P und folglich 
in eine pfach unendliche Reihe von der Form 


D 
2 > v m 


= p 22v m, 
=) A ’ 7 £ 1 ’ - 
ie m,, N CELER n,, 


mit den constanten Coefhcienten A entwickelbar. Aus den Relationen (3.) 


ergiebt sich aber 
pP 
14 Amt, , 


Eu ! an - 
Mye..,m, +1, Mi, Myeney My y any AM, 


folglich 


2) 

(= a, ,..m,m,, 

£ u,u "u u z . 
A, „sm. — const.e‘' . WW. zZ b. w. 


» p 

Man kann daher diese Eigenschaften der Function zu ihrer Definition 
verwenden. Die Systeme gleichzeitiger Aenderungen der Gröfsen v, durch 
welche sich log9 nur um eine lineare Function von ihnen ändert, sollen 
Systeme zusammengehöriger Periodieitätsmoduln der unabhängig verän- 


derlichen Gröfsen in dieser 9-Funclion genannt werden. 
18. 
Ich substituire nun für die p Grölsen v,, v:, ..., ©, p immer endlich 
bleibende Integrale %,, %,, ..., w, rationaler Funclionen einer veränderlichen 


Gröfse x und einer 2»--1fach zusammenhangenden algebraischen Funclion s 
dieser Gröfse, und für die zusammengehörigen Periodicitätsmoduln der Gröfsen v 
zusammengehörige (d. h. an demselben Querschnitte stattindende) Periodicitäts- 
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moduln dieser Integrale, so dafs log:9 in eine Function eöiner Veränderlichen 2 
übergeht, welche sich, wenn s und z nach beliebiger stetiger Aenderung von 
& den vorigen Werth wieder annehmen, um lineare Functionen der Gröfsen 
u ändert. 

Es soll zunächst gezeigt werden, dafs eine solche Substitution für jede 
2p-+-1fach zusammenhangende Function s möglich ist. Die Zerschneidung der 
Fläche T mufs zu diesem Zwecke so durch 2» in sich zurücklaufende Schnitte 
Ay. Ay2 22.5 Ay, dis Dan 2... b, geschehen, dafs folgende Bedingungen erfüllt 
werden. Wenn man %,. %, .... u, so wählt, dafs der Periodieitätsmodul 
von a, an dem Schnitte @, gleich zz, an den übrigen Schnitten « gleich 0 
ist, und man den Periodieitätsmodul von u, an dem Schnitte d, durch «a, , be- 


und der reelle Theil von I «,, „an, ım,. für alle 


u. u' 


vu u* 


zeichnet, so muls «a, , = a 


reellen (ganzen) Werthe der p Gröfsen ın negativ sein. 


19. 

Die Zerlegung der Fläche T' werde nicht wie bisher nur durch in sich 
zurücklaufende Querschnitte, sondern folgendermafsen ausgeführt. Man mache 
zuerst einen in sich zurücklaufenden die Fläche nicht zerstückelnden Schnitt «a, 
und führe dann einen Querschnitt 5, von der positiven Seite von a, auf die 
negalive zum Anfangspunkte zurück, worauf die Begrenzung aus erneın Stücke 
bestehen wird. Einen dritten die Fläche nicht zerstückeluden Querschnitt kann 
man demzufolge (wenn die Fläche noch nicht einfach zusammenhangend ist) 
von einem beliebigen Punkte dieser Begrenzung bis zu einem beliebigen Be- 
grenzungspunkte, also auch zu einem früheren Punkte dieses Querschnitts 
führen. Man thue das Leiztere, so dafs dieser Querschnili aus einer in sich 
zurücklaufenden Linie «, und einem dieser Linie voraufgehenden Theile e, be- 
steht, welcher das frühere Schnittsystem mit ihr verbindet. Den folgenden 
Querschnitt d, ziehe man von der posiliven Seite von «, auf die negalive zum 
Anfangspunkte zurück, worauf die Begrenzung wieder aus einem Stücke be- 
steht. Die weitere Zerschneidung kann daher, wenn nöthig, wieder durch 
zwei in demselben Punkte anfangende und endende Schnitte a4, und 5, und 
eine das System der Linien «, und 5, mit ihnen verbindende Linie &, ge- 
schehen. Wird dieses Verfahren forigesetzi, bis die Fläche einfach zusammen- 
hangend ist, so erhält man ein Schnittnetz, welches aus p Paaren von zwei 
in einem und demselben Punkte anfangenden und endenden Linien «, und d,, 
a, und d,, ..., a, und Öd, besteht und aus p—1 Linien ©, ©. ..., C,_ı, 
19 * 
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welche jedes Paar mit dem folgenden verbinden. Es möge ce, von einem 
Punkte von 5, nach einem Punkte von a,,, gehen. Das Schnittnetz wird als 


so entstanden betrachtet, dafs der 2—1te Querschnitt aus c,_, und der von 
dem Endpunkte von e,_, zu diesem zurückgezogenen Linie a, besteht, und der 
2vte durch die von der posetiwen auf die negative Seite von a, gezogene 
Linie d, gebildet wird. Die Begrenzung der Fläche besteht bei dieser Zer- 
schneidung nach einer geraden Anzahl von Schnitten aus eenem, nach einer 
ungeraden aus zwei Stücken. 

Ein allenthalben endliches Integral ww einer rationalen Function von s 
und z nimmt dann zu beiden Seiten einer Linie ce denselben Werth an. Denn 
die ganze früher entstandene Begrenzung besteht, wie bemerkt, aus einem 
Stücke und bei der Integration längs derselben von der einen Seite der, Linie « 
bis auf die andere wird Söw durch jedes früher entstandene Schnittelement 
zweimal, in enigegengeselzter Richtung, erstreckt. Eine solche Function ist 
daher in 7 allenthalben aufser den Linien « und 5 stelig. Die durch diese 
Linien zerschniltene Fläche 7’ möge durch 7” bezeichnet werden. 


20. 
Es seien nun %@,, Ws, ».., 20, von einander unabhängige solche Functio- 
nen, und der Periodicitätsmodul von w, an dem Querschnitte «a, gleich AY 


und an dem Querschnitte db, gleich 3%. Es ist dann das Integal /w. dıw ., 


um die Fläche 7” positiv herum ausgedehnt, — 0, da die Function unter dem 
Integralzeichen allenthalben endlich ist. Bei dieser Integration wird jede der 
Linien @ und 5 zweimal, einmal in positiver und einmal in negativer Richtung 
durchlaufen, und es mufs während jener Integration, wo sie als Begrenzung 
des posiliverseils gelegenen Gebiels dient, für w, der Werth auf der posiliven 
Seite oder »w,, während dieser der Werth auf der negaliven oder w, ge- 
uommen werden. Es ist also dies Integral gleich der Summe aller Integrale 
Jw; — ı0,)dw,, durch die Linien « und d. Die Linien 5 führen von der 


positiven zur negaliven Seile der Linien a, und folglich die Linien @ von der 


negativen zur positiven Seite der Linien d6. Das Integral durch die Linie a, 


ist daher — [AD dw, — AD /dw, — AB}, und das Integral durch die 


Pi) 
Linie b, — /Br dw. — — BYAQ. Das Integral /wdw,, um die Fläche 


T' positiv herum erstreckt, ist also = (Ar BÜ)— BY) 4Y), und diese Summe 


v 
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folglich =0. Diese Gleichung gilt für je zwei von den Functionen wi. 


x 1 i . a 
w, und liefert also Pr Relationen zwischen deren Periodieitälsmoduln. 


Nimmt man für die Functionen w» die Functionen # oder wählt man 


sie so, dafs 4) für ein von « verschiedenes » gleich O und AV) — ; ist. 
. . a o u . 

so gehen diese Relationen über in B„u@—B, i—=0 oder in en, 
21. 


Es bleibt noch zu zeigen, dafs die Gröfsen a die zweite oben nöthig 
gefundene Eigenschaft besitzen. 

Man setze w = u--vi und den Periodicitätsmodul dieser Function 
an dem Schnitte a, gleich A"? = «,—y,? und an dem Schnitte 5, gleich 


BB — ,+06,t. Es ist dann das Integral / ( ((22) +(& )aT oder 


Cu ov oOuav 

ICH — En )dT*) durch die Fläche 7” gleich dem Begrenzungsintegral 
oOXx0y oyoda 

Judr um 7 positiv herum erstreckt, also gleich der Summe der Integrale 

Kur —ur)dv durch die Linien « und d. Das Integral durch die Linie # 


ist — a, far — a,0,, das Integral durch die Linie 5, gleich B,fav- — 1,7, 


und folglich 
SCI + ar = Ed, 8.) 


Diese Summe ist daher stets positiv. 





Hieraus ergiebt sich die zu beweisende Eigenschaft der Gröfsen «, wenn 
man für w setzt wm, + Wm,--+---+-wu,m,. Denn es ist dann A, = m,n?, 


B,— = a, M, ‚ folglich «, stets = 0 und /( (Ce) +(& E) )AT = —2ß,Y7. 


— eh, oder gleich dem reellen Theile von — nZa,,m,m,, welcher 


also für alle reellen Werthe der Gröfsen m positiv ist. rt 


22. 
Setzt man nun in der $-Reihe (1.) $.16 für «, „ den Periodieitäts- 
modul der Function «, an dem Schnitt d,. und, durch e,, &, -.., €, beliebige 


Constanten bezeichnend, u,—e, für v,, so erhält man eine in jedem Punkte 





*) Dies Integral drückt den Inhalt der Fläche aus, welche die Gesammtheit der 
Werthe, die w innerhalb 7" annimmt, auf der w-Ebene repräsentirt. 
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von T eindeutig bestimmte Function von z, 
u —&, ea— a 2:0 U, —6,), 


welche aulser den Linien 5 stelig und endlich und auf der positiven Seite der 


[57 ri > 
zıu e.) 


Linie 5, (e ‚mal so grofs, als auf der negaliven, ist. wenn man den 
Functionen « in den Linien 5 selbst den Mittelwerth von den Werthen zu 
beiden Seiten beilegt. Für wie viele Punkte von 7’ oder Wertbenpaare von 


s und x diese Function unendlich klein von der ersten Ordnung wird, kann 
durch Betrachtung des Begrenzungsintegrals /d log 9, um 7 positiv herum 


erstreckt. gefunden werden; denn dieses Integral ist gleich der Anzahl dieser 


Punkte multiplieirt mit 277. Andererseits ist dies Integral gleich der Summe 


der Integrale / dlog9"— dlog 9”) durch sämmtliche Schniltlinien a, b und e. 
Die Integrale durch die Linien « und e sind = 0, das Integral durch 6, aber 
. y r e £ . . fa . . ” “ . 
gleich — 2/ du, — 2, die Summe aller also = p2n?. Die Function 9 wird 


daher unendlich klein von der ersten Ordnung in » Punkten der Fläche 7", 


welche durch 1, Nas » +», 2, bezeichnet werden mögen. 


Durch einen positiven Umlauf des Punktes (s, 2) um einen dieser Punkte 
wächst log um 2, durch einen positiven Umlauf um das Schnittepaar «, und 
b, um —2r:. Um daher die Function log‘ allenthalben eindeutig zu be- 
stimmen, führe man von jedem Punkte 7 einen Schnitt durch das Innere nach 
je einem Linienpaar, von 7, den Schnitt /, nach «, und Ö,, und zwar nach 
ihrem gemeinschaftlichen Anfangs- und Endpunkte, und nehme in der dadurch 
entstandenen Fläche 7" die Function allenthalben stelig an. Sie ist dann auf 
der positiven Seite der Linien 2 um — 2, auf der positiven Seite der Linie 
a, um 9,27 und auf der positiven Seite der Linie 6, um — 2(u,— e,)—h, Ina 
eröfser, als auf der negativen, wenn g, und Ah, ganze Zahlen bezeichnen. 


Die Lage der Punkte 7 und die Werthe der Zahlen g und 4 hangen 
von den Gröfsen e ab, und diese Abhängigkeit läfst sich auf folgendem Wege 


näher bestimmen. Das Integral / log 9du,, um 7° positiv herum erstreckt, 
ist —=0, da die Function log in 7’ stetig bleibt. Dieses Integral ist aber auch 
gleich der Summe der Integrale /\1og9*— log 37)du, durch sämmtliche 


Schnittlinien /, «, & und e und findet sich, wenn man den Werth von z, im 


Punkte 7, durch «{? bezeichnet. = ?n?(Fe) -- h,nt+2g,a,,—e,+%K,)s 
v 


v 
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worin A, von den Gröfsen e, 9, A und der Lage der Punkte 7 unabhängig 
ist. Dieser Ausdruck ist also —(0. 

Die Gröfse k, hängt von der Wahl der Function «, ab, welche durch 
die Bedingung, an dem Schnitte a, den Periodieitätsmodul 7, an den übrigen 
Schnitten « den Periodiecitätsmodul O anzunehmen, nur bis auf eine additive 
Constante bestimmt ist. Nimmt man für «, eine um die Constante e, grölsere 
Function und zugleich e, um ec, gröfser, so bleiben die Function 9 und folg- 
lich die Punkte 7, und die Gröfsen g, A ungeändert, der Werth von u, im 


Punkte 7, aber wird @W’+c,. o geht daher Ak, in k,— (p—I1)e, über 
v 
A 





und verschwindet. wenn e, = genommen wird. 


p—I 

Man kann folglich, wie für die Folge geschehen soll, die addiliven Con- 
stanten in den Funclionen ®% oder die Anfangswerthe in den sie ausdrücken- 
den Integralen so bestimmen, dafs man durch die Substitution von u, — Ia'’ 
für v, in logY(v,,...,2,) eine Function erhält, welche in den Punkten 7 
logarithmisch unendlich wird und, durch T* stetig fortgesetzt, auf der posi- 
tiven Seite der Linien 2 um — 2er, der Linien « um O und der Linie 5, 


pP 


um —2(u,— >e‘®)) grölser wird, als auf der negativen. Zur Bestimmung 


1 
dieser Anfangswerthe werden sich später leichtere Mittel darbieten, als der 
obige Integralausdruck für %,. 


23. 


\ / ( 
Setzt man (%,, 1n,.., 4) = Graf u”, er er) nach den 2» Modul- 
systemen der Funclionen % (8.15). also 


P= p—1 
(v) = (vr) -» (r), 
(d,, Ur. .o.. AR- ee = (— X ur D) > 142) Yon — 20, )* 
1 1 
so wird 9=0. Wird umgekehrt = 0 er vu =r,, So ist (Piyfayee-s P,, 
nf N u, () PS 0) Ba ir), 
einem Gröfsensysteme von der Form 3 4 0 —Z% ,...,—20, ) con- 
] 1 


gruent. Denn setzt man v, —= u,— u‘? N r„, indem man , beliebig wählt, 
so wird die Function 9 aufser in 7, noch in p—1 andern Punkten unendlich 


klein von der ersten Ordnung, und bezeichnet man diese durch 7,, Ms» +. +, 7,_ı: 


0m) _5 0 Pa 0) 
so ist Re Katie Bat Eu )=z(fı, fay Po): 


Die "Funclion 3 bleibt ungeändert, wenn man sämmtliche Gröfsen v 
in’s Entgegengesetzie verwandelt; denn verwandelt man in der Reihe für 
(91, day 20, d,) sämmtliche Indices =» in’s Entgegengesetzte, wodurch der 
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Werth der Reihe ungeändert bleibt, da — m, dieselben Werthe wie m, durch- 
läuft. so geht ) (v, . U). ..00 v,) über in 7 (— 0. — ü,, „os — Ü ). 
Nimmt man nun die Punkte 71, "2, ».., 7,-ı beliebig an, so wird 


nk u ii » . . . . 
3(— 0, 2... — Io, )==0 und folglich, da die Function 9 wie eben be- 


p—! zu 
h 4 oo _f(v) + (9) . . 
merkt gerade ist, auch (Io, „....=0o, )—=0. Es lassen sich also die 
1 1 
np —1 Punlite Nps Np-i1s » +9 Mp-2 so bestimmen, dafs 
Keoy (v) a U PO nr (v) en (vr), 
(< u Pr 0, ) m tung mm G, re. o.0 — un Km } 
1 1 T n 
und folglich 
(Zu, ..., za”) = (0,0,...,0) 
J 1 


ist. Die Lage der p—1 letzten Punkte hängt dann von der Lage der y—1 


); 


ersten so ab, dafs bei beliebiger steliger Aenderung derselben I da’ =0 für 
1 


"1.2, ..., #7, und folglich sind (8.16) die Punkte 7 solche 2» —2 Punkte, 
für welche ein die unendlich klein von der zweiten Ordnung wird, oder wenn 
man den Werth des Gröfsenpaars (s,z) im Punkte 7, durch (o,,{,) bezeich- 
net. so sind (0,1. {)» »... (O,_a:&,—,) durch die Gleichung = 0 verknüpfte 
Werthenpaare ($. 16). 

De: den hier gewählten Anfangswerihen der Integrale u wird also 


) 


wet Zul )=(6 0, ..,0) 
ı ] 
wenn die Summationen über sämmtliche von den Gröfsenpaaren (y,,0,) 
($. 6.) verschiedene gemeinschaftliche Wurzeln der Gleichung F = 0 
und der Gleichung c,9,+ C++" —-6,9,—=0 erstreckt werden, wobei 
die Constanten Gröfsen c beliebig sind, 

Sind &,&.»....£,„ m Punkte, für welche eine rationale Function 5 von s 
und S, die »nmal unendlich von der ersten Ordnung wird, denselben Werth 
annimmt, und u\,s,,2, die Werthe von u4,,s,3 im Punkte e,, so ist ($. 15) 

) 


m m m 

u) -_ (u u. l R 

(Zu, Zw ,...„.2w,') congruent einem constanten, d. h. vom Werthe der 
1 1 N} 


Gröfse 5 unabhängigen Gröfsensysteme (b,.d,,....5,), und es kann dann für 
jede beliebige Lage eines Punktes & die Lage der übrigen so bestimmt wer- 


._ - (u) u (w)\ y \ 
den. dafs (Zu ..... Zw )=(b,.....d,). Man kann daher, wenn m=p, 
! 1 
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—m )— m 
’ / (v) en) r 


für jede WERE Lage des Punkts (s,z) und der py— m Punkte 7 auf die 


- 
(v) 
Form (Eu; a Io0 ’) bringen, indem man einen der Punkte & mit 
1 


(s, 2) KR läfst, und folglich ist 


I— m p—m 

d f y (v) —' (v) 

FU — — 0, —b,, .... U,— — On — b,) 
1 1 


für jedwede Werthe des Gröfsenpaars (s,z2) und der p—ın Gröfsenpaare 
(0,,£,) gleich 0. 


an. 
Aus der Untersuchung des $.22 folgt als Corollar, dals ein beliebig 
gegebenes Gröfsensystem (@,,...,e,) immer einem und nur einem Grölsen- 


p p 
” / u) ( — { Fr “ . y . 
systeme von der Form (Fa, ,..., >, ) congruent ist, wenn die Funclion 
1 1 


FU — Ey... 4,—e,) nicht identisch verschwindet; denn es müssen dann 
die Punkte 7 die » Punkte sein, für welche diese Function O wird. Wenn 





1:2 (pP) a . r \ ie ce N 
aber u —e,....u, —e,) für jeden Werth von ver z,) verschwindet, 
(p (P) Ba GR rn 
re ze ” ) 4 \ j ’ u aI7M % 
so läfst sich (u, — &,..,U0, —e)=(—- Fu „..„— 2 u, ) setzen (8.23). 
1 1 


f 


und es lassen sich also für jeden Werth des ein ($,, 2,) die Grö- 


f 


Isenpaare (S,, &1)3 +++, ($,—15 &,—) So bestimmen, dafs 


\ 


p p 


5,7) RR 72 2 VOEREER 
ZU eu, ) (Cr .r., 6,) 
1 1 
D 
und folglich, bei sleliger Aenderung von (s,, 2,), Zdu? = 06 ist für 
] 
== 1,2,....9. Die p Grölsenpaare (s,,x,) sind daher p von den Grölsen- 


paaren (/,, 0,) verschiedene Wurzeln einer Gleichung = 0, deren Coelfi- 
cienlen so sich ändern, dafs die übrigen p—2 Wurzeln constant bleiben. 
Bezeichnet man die Werthe von , für diese p—2 Werihenpaare von s 


7 


2p —) 2n—? 


‚2 In? ; - v Es 60) - 
und z durch ulP+", u(rt®,,.., ur, so ist (Iu...., & u, )=(0,0,. 
1 ı 

n . 7 (v) wo (v) T a . 

und folglich (&,..„e)=(— Fu ,..,-- Xu, ) Umgekehrt ist, wenn 
p+1 p+1 
diese Congruenz stattfindet, 
‚„,P) a u | a, 
I (u, | e, 9 .. .9 u, —_n e,) Sp 32 > u E .. .. [— ul ) ann 0. 
p p 
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vın beliebig gegebenes Prafgenpalen (E12 ..., €,) ist also nur einem 


p 2 . 
Gröfsensysteme von der Form (Sa ER Zr, ) congruent, wenn es nıcht 
i 1 
nn () rn 0) 
einem Gröfsensysteme von der Form (— Ic, ,...„— Ne, ) congruent 
1 


ist, und unendlich vielen, wenn dieses stattfi ergo 


pP p 
/ (u) . (u . u 
Da vu — Zu ,.,U4,— 0, r = S Nar' N PER So, —U,), 
l l 1 1 


so ist 4 eine ganz ähnliche Function wie von (s,x) auch von jedem der p» 
Gröfsenpaare (9,,{,). Diese Function von (o,,£,) wird =0 für das Wer- 
Ihenpaar (s,2) und für die den übrigen »y— 1 Gröfsenpaaren (0,5) durch die 


Gleichung 9==0 verknüpften y—1 Punkte. Denn bezeichnet man den Werth 


von 4, in diesen Punkten mit 5%, Ps ..., PR", so ist 
p p pl pl 
< (4) <, (4) at (u) < .(r) (u) x 36) 
(20, yı.ı9)y . ) u. (@, —— /)] yo.) &, ——/), ) 
l 


und folglich = 0, wenn n, mit einem dieser Punkte oder mit dem Punkte 


s,z) zusammenfällt. 


23. 
Aus den bisher entwickelten Eigenschaften der Function 9 ergiebt sich 
der Ausdruck von log durch Integrale algebraischer Funclionen von (s, 2), 


EATTTRR (0,5 5 


nF °® 


’ pP p 
i Od A. We ‘ » (4) 
Die Grölse log 4 (w, Fa... )-log I —Iar „...) ist, als 
l 


Function von (o,,C,) betrachtet, eine Function von der Lage des Punkls ,, 
welche im Punkte &,, wie — log({,— z,), im Punkte &, wie log([,— 2;) 
unstelig wird und auf der posiliven Seite einer von &, nach & zu ziehenden 
Linie um 2r2, auf der posiliven Seite der Linie 5, um 2 (u — u‘) gröfser 
ist, als auf der negaliven, aufser den Linien # und der Verbindungslinie von &, 
und &, aber allenthalben stetig bleibt. Bezeichnet nun n“’ (e,, &) irgend eine 
Funclion von (6,, C.),» welche aufser den Linien 5 ebenso unstelig ist und 
auf der einen Seite einer solchen Linie ebenfalls um eine Constante gröfser 


ist, als auf der andern, so unterscheidet sie sich ($.3) von dieser nur um 
p 

eine von (o,,{,) unabhängige Gröfse, und folglich ist sie von In) (e,, &) 
l 


nur um eine von sämmtllichen Gröfsen (0,{) unabhängige und also blofs von 


\ 


(s,2,) und (s,,2%,) abhangende Gröfse verschieden. n“Xe,,&) drückt den 
Werth einer Function x(&.&) des $.4 für (s, z2)—= (o,,{,) aus, deren Perio- 
dieitätsmoduln an den Schnitten « gleich O sind. Aendert man diese Function 
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p 
um die Constante c, so ändert sich Ir“Xe,,&) um pc; man kann daher, wie 
ı 


für die Folge geschehen soll, die additive Conslante in der Function x(&,, &) 
oder den Anfangswerth in dem sie darstellenden Integrale dritter Gattung 


p 
so bestimmen, dafs log9® — log 9" — In%e,.8). Da 9 von jedem der 
1 


Grölsenpaare (0,{) auf ähnliche Art, wie von (s,x) abhängt, so kann die 
Aenderung von log 9%, wenn irgend eins der Gröfsenpaare (s, 2), (9,1. {1)» --- 
(G,, ,) eine endliche Aenderung erleidet, während die übrigen constant blei- 
ben, durch eine Summe von Functionen x ausgedrückt werden. Offenbar kann 
man also, indem man nach und nach die einzelnen Gröfsenpaare (s, 3), 
KR PN (6, &,) ändert, log: ausdrücken durch eine Summe von Func!lio- 
nen zz und logY(0,0,...,.0) oder dem Werth von log% für ein beliebiges 
anderes Werthensystem. Die Bestimmung von log9(0,0,....0) als Funclion 
der 3»—3 Moduln des Systems rationaler Functionen von s und & ($. 12) 
erfordert ähnliche Betrachtungen, wie sie von Jacob? in seinen Arbeiten über 
elliptische Functionen zur Bestimmung von (0) angewandt worden sind. Man 
kann dazu gelangen, indem man mit Hülfe der Gleichungen 


oÜ 0% a 0% 4 
4 = -—— und 2 — ————, 
ou, 4 or), OU, ur Od OU 














wenn 4 von .. verschieden ist, die Differentialquotienten von log9 nach den 
Gröfsen a in 


oloo + 
dlog9 ne > did. li da 


1, 4° 
U. u‘ As 
Hs; 


durch Integrale algebraischer Functionen ausdrückt. Für die Ausführung dieser 
Rechnung scheint jedoch eine ausführlichere Theorie der Functionen. welche 
einer linearen Differentialgleichung mit algebraischen Coeflicienten genügen, 
nöthig, die ich nach den hier angewandten Principien nächstens zu lielern 
beabsichtige. 

Ist (s,,2,) unendlich wenig von (s,.2,) verschieden, so gehi (£,. &) 
über in O2,£(&,), worin £(e,) ein Integral zweiter Gattung einer rationalen 


Funclion von s und 2 ist, welches in &, wie unstelig wird und an den 





3%, 
Schnitten « den Periodicitätsmodul O0 hat; und es ergiebt sich, dafs der 


1) 
ou 


Periodicitätsmodul eines solchen Integrals an dem Schnitte d, gleich 2 2, 


4 
i 


ist 





und die Integrationsconstante sich so bestimmen läfst, dafs die Summe der 


20 * 
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, u 2 or Mn ’ log 4) 
Werthe von £(z,) für die p Werthenpaare (0,,{,), ».., (0,,C,) gleich u 


. ologu!) u 
wird. Es ist dann Ze: u gleich der Summe der Werthe von £/n,) für die 
den »—1 von (0,,£,) verschiedenen Gröfsenpaaren (0,{) durch die Gleichung 


p=0 verknüpften »—1 Werthenpaare und für das Werthenpaar (s, 3), und 





man erhält für 


ologa) „_ Zologa) „— Too 9 
_—023 + 32——d, — 4dl0gUN ,, 
O2, 1 OSu 


einen Ausdruck, welchen Weierstrafs für den Fall, wenn s nur eine zwei- 
werthige Function von %& ist, gegeben hat (d. J. Bd. 47 S. 300 Form. 35). 

Die Eigenschaften von (e,,&) und ?(e,) als Functionen von (Ss, %,) 
und (S,, 2&,) ergeben sich aus den Gleichungen 





2) 
(4,0) zu log Im’ — pin, ..)— oe’ (u) — pu,, a 
und 
ng HI and 
i p O7, 
welche in den obigen Ausdrücken für log 9" — log 9") und — als spe- 
cielle Fälle enthalten sind. = 
26. 


Es soll jetzt die Aufgabe behandelt werden, algebraische Funclionen von 
z als Quolienten zweier Producle von gleichvielen Functionen I(ıw,— e@,. ...) 
und Potenzen der Gröfsen e“ darzustellen, 

Ein solcher Ausdruck erlangt bei den Uebergängen von (s,z) über die 
Querschnitte constanle Factoren, und diese müssen Wurzeln der Einheit sein, 
wenn er algebraisch von x abhangen und also bei steliger Fortsetzung für 
dasselbe z nur eine endliche Anzahl von Werthen annehmen soll. Sind alle 
diese Factoren «le Wurzeln der Einheit, so ist die «te Potenz des Ausdrucks 
eine einwerthige und folglich rationale Funclion von s und 2. 

Umgekehrt läfst sich leicht zeigen, dafs jede algebraische Funclion r 
von x, die innerhalb der ganzen Fläche 7’ stetig fortgesetzt, allenthalben nur 
einen bestimmten Werth annimmt und beim Ueberschreiten eines Querschnitts 
einen conslanten Factor erlangt, sich auf mannigfallige Art als Quotient zweier 
Producte von #-Funelionen und Potenzen der Göfsen e“ ausdrücken läfst. 
Man bezeichne einen Werth von x, für r—=w durch £, und für r—0 


u 


durch 7, und nehme logr, indem man von jedem Punkte, wo r unendlich von 
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der ersten Ordnung wird, nach je einem Punkte, wo r unendlich klein von der 
ersten Ordnung wird, eine Linie durch das Innere von T’ zieht, aufser diesen 
Linien in T’ allenthalben stetig an. Ist dann logr auf der positiven Seite der 
Linie a, um g,2r: und auf der positiven Seite der Linie 5, um — 4,2 
gröfser, als auf der negaliven, so ergiebt sich durch die Betrachtung des Be- 


grenzungsinlegrals [og r du, 


by“ 37, an | y 
=2y,— pP, = y,ni+ Ih,a,, 


. 
iür 21,2, ..., ?, worin g, und A, nach dem oben Bemerkten rationale 
Zahlen sein müssen und die Summen auf der linken Seite der Gleichung über 
sämmtliche Punkte, wo r unendlich klein oder unendlich grofs von der ersten 
Ordnung wird, auszudehnen sind, indem man einen Punkt, wo ” unendlich 
klein oder unendlich grofs von einer höheren Ordnung wird, als aus mehreren 
solchen Punkten bestehend betrachtet ($.2). Wenn diese Punkte bis auf p 


gegeben sind, so lassen sich diese » immer und allgemein zu reden nur auf 


( Im —h 2m 


eine Weise so bestimmen, dafs die 2» Facloren e’ ,„e gegebene 
Werthe annehmen ($$. 15. 24). 


Wenn man nun in dem Ausdrucke 


worin P und © Producte von gleichvielen Funclionen (uw, — Ne, ,...) mit 
demselben (s, 2) und verschiedenen (o, T) sind, die Werthenpaare von s und 
2, für welche x unendlich wird, für Gröfsenpaare (0,£) in den $-Funelionen 
des Nenners und die Werthenpaare, für welche x verschwindet, für Gröfsen- 
paare (0,2) in den &-Funclionen des Zählers substituirt und die übrigen 
Gröfsenpaare (0,{) im Nenner und im Zähler gleich annimmt, so stimmt der 
Logarithme dieses Ausdrucks in Bezug auf die Unsteligkeiten im Innern von 
T' mit logr überein und ändert sich beim Ueberschreilen der Linien « und 5, 
wie logr, nur um rein imaginäre lines diesen Linien constante Gröfsen; er 
unterscheidet sich also von logr nach dem Dirichlet’schen Princip nur um 
eine Constante und der Ausdruck selbst von r nur durch einen conslanten 
Factor. Bei dieser Substitution darf selbstredend keine der #-Functionen 
identisch, für jeden Werth von x, verschwinden. Dieses würde geschehen 
($.23). wenn sämmtliche Werthenpaare, für welche eine einwerthige Function 
von (s,2) verschwindet, für Gröfsenpaare (0, C) in einer und derselben 9- 
Funelion substituirt würden. 
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27. 

Als Quotient zweier $-Funclionen, multiplieirt mit Potenzen der Grö- 
fsen e“, läfst sich demnach eine einwerthige oder rationale Function von (s, 2 
nicht darstellen. Alle Functionen r aber, die für dasselbe Werthenpaar von 
s und & mehrere Werthe annehmen und nur für p oder weniger Werthen- 
paare unendlich von der ersten Ordnung werden, sind in dieser Form dar- 
stellbar und umfassen alle in dieser Form darstellbaren algebraischen Functionen 
von x. Man erhält, abgesehen von einem constanten Factor, jede und jede 
nur einmal, wenn man in 


Y(v —ytii— L&h,tıv;s»-.) 


y 





Fv,, .» .—; vn) 
p 
.. ® .. .. e. (u) .. 
für 4, und g, rationale ächte Brüche und v,— Ne, für v, setzt. 


1 

Diese Gröfse ist zugleich eine algebraische Function von jeder der 
Gröfsen £ und die (im vor. $.) eniwickelten Principien reichen völlig hin, 
um sie durch die Gröfsen 2, &, ..., {, algebraisch auszudrücken. 

In der That: Als Function von (s,2) nimmt sie, durch die ganze 
Fläche 7’ stetig fortgesetzt, allenthalben eenen bestimmten Werth an, wird 
unendlich von der ersten Ordnung für die Werthenpaare (0), {)s » ++, (0,,£,) 
und erlangt an dem Schnilte «, beim Uebergange von der posiliven zur ne- 


x yo . g,2ıı 2. r " —h ni 
galiven Seite den Factor e” , an dem Schnitte d, den Faclor e ” ; und 


jede andere dieselben Bedingungen erfüllende Function von (s, &) unterscheidet 
sich von ihr nur durch einen von (s,%&) unabhängigen Factor. Als Function 
von (0,,{,) nimmt sie, durch die ganze Fläche 7 stetig fortgesetzt, allent- 
halben einen bestimmten Werth an, wird unendlich von der ersten Ordnung 
für das Werthenpaar (s, x) und für die den übrigen p —1 Gröfsenpaaren (0, {) 


u lautet - 1) u) 
durch die Gleichung 9==0 verknüpften p—1 Werthenpaare (01 ,C )» ++». 


,. tu) 7 2; 


(u) . 4,27 
(0,-ı3 C,_ı) und erlangt an dem Schnitte «, den Factor e °” , an dem 


— ( 


Schnitte 5, den Factor aa? und jede andere dieselben Bedingungen erfül- 
lende Function von (0,,&,) unterscheidet sich von ihr nur durch einen von 
(0,,5,.) unabhängigen Factor. Bestimmt man also eine algebraische Function 
a: Du, meine 

(2); (01; > ...,. (0,, en) 


so, dafs sie als Funclion von jeder dieser Gröfsen dieselben Eigenschaften 


besitzt, so unterscheidet sie sich von dieser nur durch einen von sämmtlichen 
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Gröfsen 2, C, ».., [£, unabhängigen Factor und wird also —= Af, wenn A 


diesen Factor bezeichnet. Um diesen Factor zu bestimmen, drücke man in f die 


(u) lu 
von (0, , C,) verschiedenen Gröfsenpaare (0,{) durch (0, ,£ Cu r,. s.., (0 


aus, wodurch er in 


in o\ F ar tu) fu) 
(0; u) 3 (s,2), ( g | )» RIERG (e 0,—1 5-1) 


übergehe; offenbar erhält man dann den inversen Werth der darzustellenden 


(u) u) 
p-!! °,—1) 





n h 1 
Function und also einen Ausdruck. welcher — 17 sein mufs, wenn man in 
Ay für (o,,{,) das Gröfsenpaar (s, 3) und für die Gröfsenpaare (s, 2), 


or (u) «= 1) 


ie ts re _,) die Werthenpaare von (s, 2) substituirt, für welche 
die darzustellende Function und also f—=0 wird. Hieraus ergiebt sich 4’ 
und also A bis auf das Vorzeichen, welches durch directe Betrachtung der 
$-Reihen in dem darzustellenden Ausdrucke gefunden werden kann. 


Göttingen, 1857. 
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15. 


Deuxieme note sur une formule pour la reversion 
des series. 


(Pour faire suite a la note t.LII, p. 276.) 


(Par M. Cayley.) 





Je me propose de monlrer, dans celle deuxieme nole, de quelle 
maniere le Iheoreme de Jacob: conduit ä une formule donnee sans demon- 
siralion par M. Sylvester dans son memoire inlilule „on the change of systems 
of independent variables” Quarterly Math. Journal ı.], pag.42 a 56 et 126 a 134. 
Pour fixer les idees je prends le cas de trois variables, et je suppose que 
f(x,y,2) soit une fonclion ralionnelle el enliere de x, y, 2, el que ces va- 
riables soient donnces en fonclion de u, v, w au moyen des equalions 8 = Ä, 
v— Y, w—=Z, ou Ä, F, Z sont des fonclions ralionnelles et entieres de 
x, y, 2. Mais ces fonclions ne sont plus assujelies a la condilion (admise 
dans ma premiere nole) d’elre lelles ye A—r, Y—y, Z—z ne conliennent 
que les puissances e! les produils du deuxieme ordre et des ordres superieurs 
des variables, el il s’agit de determiner dans le cas general le developpement 
de f(z,y,x) en lermes de w, v, w. 

Pour resoudre ce probleme j’ecris 

X —= Au E+ Amy + Ası 2 afy2z'tlete. 


} A 
| Ft 
d en er 2 —- Buy +- Bon z - ... - B; J, k 2" y zZ“ e. eic. 


[4 vs L ö Y " I ‚ P. l I Y Pen „m on } en 

4 = Eis I = Cw) ” DER ee Ü, m, n X ) 3 eic. 
TRENNEN VPRDR - m 0: 
/ 20,y,32) = et a er Op 0,RT) + eic.: 


dans ces expressions et partoul dans la suite les etc. representen! des ierınes 
qu’on obtient en donnant des accents en nombre quelconque aux symboies 
indetermines. Je dois faire observer relativement au coelficient A,,, et aux 
coefficien!s semblables, que les lermes qui correspondent a f+g-+Ah=1 sont 


ecrils a part; on doit done prendre pour les nombres f, g, % seulement les 
valeurs qui rendent f-- 9-41. 
Je pose 


4 
Mn Aw: ) T u - Aw Y y + Ay 1 x 
y' pueEn ve L Hewi 
= ” ) . ’ 
. Ei ZT + C,) - G 3 


\ 


I 
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ei en representant par 





I 








dB! Ba 
Bi Mars Coso 
| Ayı ne Ca 
la matrice ınverse de 
Au Ay As | 
Bu Bi B. 
En | 
on obtient les @qualions 
I = Aw - boy - ww 
7. Urt + Du Y + Co?’ 
z = Ua +buryY + Cu? 


Il est presque superflu de faire observer qu’en represenlant par V le de- 











terminant 
A, Av Aı 
En Te 06 
Ic. os Co 
on 4 
Gi = a ey . U = a EV elc. 
ge YdAo m IV dAso 


' 


A present, en supposant chacune des quantlites w, v', w egale a zero. 


on a le systeme d’equations 


u— AÄ=0, ve— Y=0, w-— Z=0 
“"—AÄ'—0. _— Y — 0, w — Z' — 0 
ou 
A —= 2 + +4A,.,cyz" + etc. 
Y= y.-+B,,,cy’z*'+ete. 
Z = 2... +0, ,.0y”"z”+ elc. 
yr ' „' x ' 
A ı— dunX — bw) — Cyw?% 
|, „ m ! 
E == Yy— Ay X — by) — C,10% 
‚z' . 4 ' / 
3 — AT — buy — Cu? 


ei comme auparavanl 


f(2,y;2) = +0» Q,rE' y’r* + elc. 
Or, en appliquant ä ce nouveau systeme la formule de Jacobt, et en remar- 
quant qu’il est permis de poser tout de suite W—=0, !—=0, wW—0, cette 
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S 


1: 


formule donne 
f(x,y; 2) 
AX,YVZA,Y,Z) 1 
re ya rn) EINE NTZD ee 





equation dans laquelle on doit d’abord developper le dernier facteur de l’ex- 
pression renfermee entre crochets suivant les puissances ascendantes de «, 
v, w, et ensuite developper les puissances de A, Y, Z, X’, Y’, Z’ suivant 
les puissances descendantes de x', y', 2, &, y, % respeclivement. On ob- 
tient ainsı 
coefl. de u’v’w" dans le developpement de f(z,Yy, 2) 
(A, er) 1 
= [r a (2,4 0, Y, 2) ZarmZzHTZ | 








1 1,1 /-2,,/-2.'-1 
yrtarnıy 2 


ou ce qui est Ja möme chose 
coeff. de u'v’w" dans le developpement de f(@,y,2)= 
Be Un 1 1, 


a - — X, — —_Y-, 





: L ‘,logA',log!", \ogZ') 


f y> 2 % . — 
/ +; y 9 2, en ( r —_.u R A a a ee Fe 
- UA 5 Y » => A > > »» J ap Yy S Hu Y 3 





} r r 1 —_n 
Or, en posant /Ja=1.2.3...aetc., le terme generalde —— A est 











a 
II(a+r—1) .« N 
Pe m Saunen ) A ml=a—ı zF y„e gH 
\ ) IIa IIa etc. “ Pet eic. z _ 
ou 
a+ete.—=r, fetee.—=F, ga+ec.—=@, dha+ete.=H, 
a . e 1 —]) 
de meme le terme general d —  Y est 
‚_ıJ1b+s— ß Bein: K 
ua B: ‚jr EC. ) z'y'% 
ou 
P+tete.—=s, iß+ee.—=I jPtet.—=J, kp-ete = 
le terme general de — e. est 
ı JHc+t— ment 
— n etc. 2 T z 
1) Tr Ily nn Y 
vu 
ytete.=t, byHtee=L, my+tece.=M, ny-+et.=N. 
Le terme gön6öral du developpement de log _Ä’ est 
If(r '—1) a 3° ; _r' tat „.Iöt „I 
TIe 110 770 Sun du cm ET Ey % 
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ou = +0 -+t, 
et je fais observer que pour tenir compte du terme log: que contient loe X', 
il suffit d’attribuer a «', Ö', U, r’ les valeurss !—= 0" —!—r—(, En effet 
on n’a besoin que des coefficients differentiels de log”, et, en gardant pour 
le moment r’ au lieu de zero, le terme dont il s’agit sera — Ir! Na 
ce qui differentie par rapport a x donne /Ir'x"'. En faisant r —0 cela 
1 . or 

devient —, ce qui est en elle la valeur du coeflieient differentiel de log= paı 
rapport a x. 

De mäme le terme general de log Y’ est 


II(s'—1 ) p' ir we + 
er 1#' ITe! II z' Au bw Co F 





OU 

s = } u +% 

et le terme general de logZ est 
IIt'—1) 

ITy IIE 11% 


it 1 


re, Y'n 
Ay In mn TC’ Y 





X 


OU 
I. 


!—=y-+co-ti. 
Done, en formant le terme general du Jacobien ei en multipliant par le terme 
general de f(x, y,2), on obtient pour le terme general de l’expression placee 
entre crochets la valeur suivante 


r+s+1 II(a+r—1 )IT(b+s—1 Wi (e+i1—1 ) II —1 ) Is —1) nW—i 











— uch man . Mt Anna 
\ 11a IIb IIce II« etc. ITdetc. Ilyetc. He’ IIO' II II’ Ile 11% Ily' ITE' TI 
& ß Y a' N PL u .g x' y' cr a 
x Ay ah eic. B; ich eic. I,m,n elc. Au dw Ey Au baw Eoro An bus Ci 
x 
X rt I+L+P—r'—1 au M+O—s—1 ZH K+N+R-t1'—1 art a4 Br Hy y'-b-s Kö 


zer —? r-ı! N ‘ 
Hr’ 4A l 
ei . 


ou le facteur 42 represente le determinant numerique suivant 


ET , G H —a-—r 0 0 | 
| 1 J K 0 —b—s 0 
| L M N 0 0 —c—tI 
ir! 0 0 or d" ı 
| 0 —!‘ 0 9 € z' 
0: G’ „ 
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1,151 I 


Pour trouver le terme qui conlient 2” y7z7'x . 


y'z’=! on n’a qu’ä poser 


F+I+L4P—-r=0, 6+J+M+0—-s—=0, HA1K1N{R-t—=0 


art 0, stern, ct. 


En faisant cela. et en tenant compte des formules pr&ecedentes on obtient le 
theoreme suivant: savoir en posant 


h_ 


Ä AwE-t Amy + Anz + A, .,n2ty?2 etc. — u 

Y—= Buw&+Bauy-+ Bas +B ey z*'-+ete. = v 

Z — CwtH+ Omy + Cm + Om y”"z" tete = w 
fix, y, 2) OP ORZPYOZRL ete, 


on trouve pour le terme general du coefl. de «* »” w‘ dans le developpement 
de f(x,y,*x) lexpression 


4, JIta+r—1) I(b+s— 1) II(e-t—1) Hr! —1) II(s—1) ItW—I1) 


er _ITa IIb IIc II« etc. IT etc. Ilyetc. Ile’ 110’ II 15" ITe II I1y' IIE' IT 








‘ A ‘ 


’ ” > Y a d 6 p' gt y ‘ “ 2 
4 A, 23 eic. B: ich elc. 2 7 m.? eic. Um Bin Ci Udo Kon Co in Dis Ey 
x 88, 
formule dans laquelle les a,„ etc. sont les coefficients inverses des A, etc. 


c'est a dire 


Ay bin Cuw| _— un Ay Ayı u 
| Ayo Bi Co! Bw By Bo | s 
| | Y 
| dı w Evi | un Bas Us | 





le determinant numerique (2 a la valeur qui vient d’etre donnde, en supposant 
seulement que les nombres «, P etc. qui y entrent, satisfassent aux conditions 


suivantes 
a--etc. = r, P-+tete. = s, y-retc —= t, 
fa-+ etc. = F, ge-+etc. = G, ha--etc. = H, 
iß-+etc —= J, jP-+ete. = J, kp--etc. = K, 
Iy-+etc. = L, my--etc. = M, ny-+etc. = N, 
a+ld-/=r, 
Brett —Y, 
yıölıı!=t, 
P-F-IH-L=[r, 0+G--JM=s, R-H-+K-+-N —=1t, 
a+P'--y = a-+r, 0" +846 —=bH+s, !+x+4 — cHt. 


De ces eEquations on tire 


PLO+R-F1G1H41:!J1K1L+M+N = atb-+c+r-s-tt, 
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ou, en substituant pour #' etc. leurs valeurs, 
(fHg+h—V)a-+etce.+(@+5j+k—1)P- ete.- (+ mn —1)y--etec. 
— a+b-+c— P-O—R, 
les nombres f+-g9+A—1, ©&-5+k—1, !-m-+n—1 etc. etant positifs. Il n’y 
a donc qu’un nombre fini de solutions des equations indeterminees, comme 
cela doit ätre. 

On peut encore modifier un peu la forme du determinant (2; on voil 
d’abord que l’on peut changer les signes des quanlitess —a—r, —b—s, 
—c—t, —r, —s, —t': en faisant cela et en substituant pour ces quanlites 
et aussi pour F', @ etc. les valeurs ci-dessus donnees. on oblien! 





2 —= |fa-ete. gatete. hattet. d+p-ty' 0 v 
etc. jP-ete. kP-elec. 0 a a Er 0 
Ily--ete. my-ete. ny-- etc. 0 v "424-4 
040 ( 0 0 a 0 ( 
oo +87 0 P €’ 2 | 
0 0 y+-Sl+i y' e 4 


Ainsi se trouve d@emontre le theoreme general de M. Sylvester rvelatil 
a la reversion des series, car il est @vident que les formules s’appliquent sans 
difficulte a un nombre quelconque de variables. 


Londres, le 30 septembre 1856. 
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16. 
Uber eine Reihe von Sätzen, die Durchschnitte von 
Cylindern und Kegeln durch Kugeln betreffend. 


(Von Herrn R. Baltzer zu Dresden.) 





In Möbius’ Abhandlung über die Kreisverwandischaft der Figuren 
{indel man bemerkt. dafs wenn von den zwei Schnilten eines Kegels mit einer 
Kugel der eine ein Kreis ist, der andre auch ein Kreis sein müsse, und dafs 
zwei nicht parallele Kreise auf einer Kugel liegen, wenn sie auf einem’ Kegel 
liegen. und umgekehrt. Von diesen fundamentalen und einigen andern damit 
in Verbindung stehenden Sätzen will ich einfache Beweise mittheilen, um die 


elementare Natur und den Zusammenhang derselben näher zu beleuchten. 





I. Wenn der Durchschnitt von zwei Ebenen, welche ein Prisma 
schneiden, zu den Kanten des Prisma normal ist, und die Ebenen mit 
einem Normalischnitte des Prisma entgegengesetzt gleiche Winkel bilden, 
so sind die Prismenschnitte gleich und ähnlich. 

Pie 1 Beweis: Ist MN (Fig. 1) normal zu den Kanten 
des Prisma, und legt man durch MN sowohl die Nor- 
malebene zu den Kanlen, welche dieselben in A”, B”, 
N €Ü'",.. schneidet, als auch zwei andre Ebenen, welche 

ei mit der Normalebene MNA"” entgegengesetzt gleiche 

“———4A Winkel bilden und die Kanten des Prisma in 4, B,(C, .. 

und in 4, B', C',... schneiden. so ist ABC... ABC... 
M \ Denn auf jedem Normalschnitt des Flächenwinkels 4 MN) A’ 
NA z.B. Ad’a hat man aA"ATaA”A, so dafs A und A 

symmetrisch zu der Ebene MNA” liegen, u. s. w. 

Die Kreisschnitte eines schiefen Cylinders kommen im Alterthum vor, 
z.B. bei NSerenus, dessen Schrift über den Cylinder als Anhang zu Apollo- 
nius’ Conica von Halley herausgegeben worden ist. Der zweite Kreis heifst 


c [4 


nach dem Vorgange von Apollonzus (Con.I, 5) roun Uneverria, sectio 
subcontraria, Wechselschnitt, auch antiparalleler Schnitt des Kreiscylinders, 
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obwohl Leibnitz ursprünglich zwei Gerade antiparallel genannt hatte, wenn 
sie mit einer dritten complementäre (nicht supplementäre) Winkel bilden 
(Acta Erudit. 1691 p.279). Der obige allgemeinere Satz ist in Brett- 
schneiders Geometrie $. 467 anzutreffen. 

2. Wenn zwei nicht parallele Prismenschnitte gleich und ähnlich 
sınd, so schneiden sie sich auf einem Normalschnitte des Prisma und bil- 
den mit demselben entgegengeselzt gleiche Winkel. 

Beweis: Ist ABC..= A’B’C.., sind 44/, BD’, CU, .. parallel. 
sind A”, B", C",... die Mitten von A4', BE’, CU’, .... so sind A"’B", 
A'C", .. normal zu AA’, und es schneiden sich AB und AB’ auf A’B", 
AC und A’C' auf A’C",.... Also liegen A", B", €", .. auf einem Nor- 
malschnitte des Prisma, welcher zugleich den Durchschnitt der Ebenen ABC 
und A’B’C' enthält, u. s. w. 

3. Die Schnitte eines Prisma durch eine Kugel sind gleiche und 
ähnliche Figuren. 

Beweis: Werden die Kanten des Prisma von der Kugel in A und 
A’, B und D’,.. geschnitten, so liegen Aund A’, B und B',.. symmetrisch 
zu der Ebene, die durch das Centrum der Kugel geht und zu den Kanten 
normal ist. 

4. Ist von den Schnitten eines Uylinders mit einer Kugel der 
eine ein Kreis, so ist der andre ein gleicher Kreis (3.). Die Ebenen der 
Kreise sind entweder Normalschnitte des Cylinders, oder sie schneiden sich 
auf einem Normalschnitte des Cylinders und bilden mit demselben enigegen- 
gesetzt gleiche Winkel (2.). 

Ein Büschel von Kugeln, welche einen Kreis gemein haben, wird von 
einem Cylinder, auf welchem der gemeinschaftliche Kreis liegt, zum zwei- 
tenmale in Kreisen geschnitten, welche parallel und dem gemeinschaftlichen 
Kreise gleich sind. 

3. Liegen zwei gleiche aber nicht parallele Kreise k, k' auf einem 
Cylinder (perspectivisch), so liegen sie auch auf einer Kugel. 

Beweis: Die Ebenen der Kreise schneiden sich auf einem Normal- 
schnitte des Cylinders und bilden mit demselben entgegengesetzt gleiche Win- 
kel (2.). Die Kugel, welche man durch den Kreis A und einen Punct des 
Kreises %' beschreiben kann, schneidet den Cylinder in einem Kreise X”. 
Die Kreise A’ und A” liegen auf dem Cylinder und haben einen Punct gemein, 
ihre Ebenen sind parallel (4.), also fällt 4’ mit 4” zusammen. 
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6. Liegen zwei gleiche Kreise k, k' auf einer Kugel, so liegen sie 
auch auf eımem ÜUylinder. 

Beweis: Die Ebene, welche durch den Durchschnitt der Kreisebenen 
und durch das Centrum der Kugel geht, halbirt den Winkel der Kreisebenen. 
Der Gylinder, auf welchem der Kreis k liegt und dessen Kanten zu der ge- 
nannten Diamelralebene normal sind, wird von der Kugel in einem Kreise k” 
geschnitten, der den Kreisen A und A’ gleich und dem letzteren parallel ist. 
Also fällt A mit &”’ zusammen. 





#.. Dre stereographische Projection eines Kreises ist ein Kreis 
(P!olemäus Planisphaerium). Beide Kreise liegen auf einer Kugel. Das 
Centrum dieser Kugel, die Centren der Kreise und das Projectionscentrum 
biegen auf einer Äibene, zu welcher der Durchschnitt der Kreisebene 
normal ?st. 

Beweis: Wenn O (Fig.2) das Pro- 

f jectionscentrum, A, B, C,.. Puncte des Krei- 
ses 4 bedeuten; wenn ON Diameler der dem 

Kreise k und dem Punet O umschriebenen 

Kugel ist; wenn ferner A’, DB’, C',... N 

Ay stereographische Projectionen von A, B, 


- 


C,... N aus 0, mithin die Centralprojectio- 





SB IN nen derselben auf eine Ebene sind. welche 

mit der die Kugel in O berührenden Ebene | 

er ®: GEBR. parallel ist: so sind die Dreiecke ONA und 

ie OAN', ONB und OB'N',.. ähnlich, folglich 

ON.ON' = 04.04' = OB.0B =... 

d.b. B, C',.. liegen anf der Kugel ABC4. Die Puncte 4', B', Ü,.. 
liegen aber auch auf einer Ebene. folglich auf einem Kreise X’. 

Sind A, Z, M die Centren der Kreise A, A’ und der Kugel ABC4, 

so ist die Ebene ALM normal zu den Kreisebenen, also auch normal zu 


ihrem Durchschnitte. Auf der Ebene ALM liegt ferner das Centrum der 
Kugel ABCO, folglich auch die Normale ON zur Ebene A’B’C' durch das 
Centrum der Kugel ABCO. 

Schneidet die Ebene ALM den projieirenden Kegel in den Geraden 
044. OBB', so ist QAB vw OB’4'; wodurch der zu KLM normale Kreis- 
schnitt A’ als Wechselschnv/t des Kegels erscheint (Apollonzus Conica 1,5). 
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8. Ist von den Schnitten eines Kegels und einer Kugel der eine 
ein Kreis, so ist auch der andre ein Kreis, und zwar einer von dem 
andern eime stereographische Projection aus dem Centrum des Kegyels. 
(Möbius Kreisverw. 31. In Liouville’s Journal Bd. 11 pag. 70 hal 
Miywel einen elementaren Beweis dieses „bekannten“ Salzes gegeben). 

Beweis: Wenn der Kegel und die Kugel den Kreis ABC.. gemein 
haben. und die Kanten des Kegels OA, OB, O0, .. von der Kugel zum 
zweitenmale in A’, D’, €’, .. geschnitten werden, so ist 

0A.04' = OB.OB' — OÜ.OU' —= --- 
Beschreibt man die Kugel ABC und legt durch den Punct A’ die Ebene, welche 
mit der Ebene parallel ist, von der die Kugel OABC in O berührt wird, so erhält 
man stereographische Projeclionen A’, B", EC", .. der Puncte 4, B,Ü,. 
aus ©. Die Puncte 4’, 3”, EC”, .. liegen auf einem Kreise (7.), so dafs 
04.04’ = OB.OB" = OC.OU" = --- 
Folglich fällt 38’ mit B”, C’ mit ©”, .. zusammen, d.h. 4, DB, C, 
liegen aul einem Kreise. 

9. Wenn ein Büschel von Kugeln, die einen Kreis gemein haben, 
con den Kanten einer Ecke auf dem gemeinschaftlichen Kreise in A, BD, ÜC,.., 
und zum zweitenmale die erste Kugel n A, B, C',.., die zweite ın 
A',B',C",.. us. f. geschnitten werden, so sind die Figuren ABU'.., 
A'B'C"..,.. plan, parallel, ähnlich. 

Beweis: ABC'.., A’B'C"..,.. liegen einzeln auf Kreisen, 
welche stereogruphische Projeclionen des gemeinschaftlichen Kreises aus dem 
Scheitel der Ecke © sind (8.). Die Ebenen dieser Kreise sind also mit der 
Ebene parallel, von welcher die Kugel QABC in O berührt wird. 

10. Liegen zwei nicht parallele Kreise auf einem Kegel (perspecti- 


visch), so liegen sie auch auf einer Kugel (Möbius].c.). Fir. 3 





Beweis: Haben die perspeclivischen Kreise ABC... 
Ab'C'.. eine reelle gemeinschaftliche Sehne PQ (Fig. 3), 
so liegen die Normalen durch die Centren zu ihren Ebenen 
auf der Ebene. von welcher PQ normal halbirt wird. 
Ist M der Durchschnitt jener Normalen, so hat man 

MP=MA=MB=.. 
— MA'= MB —... 
Daher ist M das Centrum der Kugel, auf welcher die 
Kreise liegen. 
Journal für Mathematik Bd. LIV. Heft 2. 22 
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Haben die perspectivischen Kreise ABC.., A"B"C".. keine reelle 
gemeinschaftliche Sehne, so ziehe man eine Sehne P@ des Kreises ABC.. 
parallel mit dem Durchschniite der Kreisebenen, und durch PQ den Kegel- 
schnitt A’B’C'.. parallel mit A’B’C"... Nun ist A’B’C'.. ein Kreis, der 
mit ABC.. auf einer Kugel liegt, folglich hat man zugleich 

04.04 = OB.OB' = 0C.0C' — .., 
04':0B':0C':.. — 04":0B":0C":.., 
also auch 


0A.04" = OB.0B" = 06.00" = .., 
d.h. B"’, €", .. liegen auf der Kugel ABCA”. 


11. Liegen zwei Kreise auf einer Kugel, so sind sie doppelt 
perspectivisch. Die Centren der Kegel, deren Schnitte die Kreise sind, 
liegen auf der Ebene, welche durch die Centren der Kreise und der 
Kugel geht, und werden von den beiden Kreisebenen harmonisch ge- 
irenn!. Vergl. Möbius |]. c. 

Fig. 4 Beweis: Sind A, L, M die Centren der Kreise %, 

0 %' und der Kugel kA’, so ist die Ebene KLM normal | 

zu den Kreisebenen und schneidet den Kreis k in A 

| und 2, den Kreis k’ in A’ und 3’. Wenn nun AA’ und 

A BB' sich in O schneiden, AB’ und A’B in 8 (Fig.4), 

/ND so sind O und S die Centren von Kegeln, auf denen 

IB die Kreise k und %’ liegen. Denn der Kegel, dessen 

| Centrum O oder S, und auf dem der Kreis A liegt, 

\/ wird von der Kugel AA’ in einem Kreise X” geschnit- 

Panne ten (8.), der durch A’ und B’ geht, und dessen Fbene 

nu BR normal zu der Ebene KMO oder KMS ist. Daher 

liegt der Kreis %' mit A” auf einer Ebene und auf einer Kugel, und fällt mit 
ihm zusammen. 


Die Strecke OS wird bekanntlich von den Geraden AB und 4’B 


harmonisch getheilt. 


12. Wenn ABUD.. eine beliebige Figur bedeutet, wenn A’, B', 
C',.. solche Projectionen von A, B, Ü, .. aus einem beliebigen Puncte O 


sind, dafs 


04.04' — OB.OB' — 00.00' = :.:, 
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so hat man 


AB ,_BC ab...» 
0A.0BOB.0C' 00.0D 
Vergl. Leouville in seinem Journ. 12 p. 265. 
Beweis: Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke (7.) OAB und OB’ 4’, 
OBC und OC'B',... folgt 


.— A'’B:P'C':C'D'.-... 





AB AB AB AB 
0a OR?’ 0A.0B  0OB.0B'' 
BC BC BC BO 

0B 00"? OB.0OC 00.00'° 


u.s.f£ Nun ist 04.04’ — OB.OB’ — 00.0C'=-, folglich u. s. w. 


13. Bei 4 beliebigen Puncten A, B, C, D verhalten sich die Pro- 
ducte der gegenüberliegenden Strecken 


AB.CD, AU.DB, AD.BC 

wie die Seiten eines Dreiecks, welches dadurch gefunden wird, dafs man 
3 unter den gegebenen Puncten aus dem vierten auf eine den ersteren 
3 Puncten umschriebene Kugel projieirt. Vergl. Bretschneider (Gru- 
nert’s Archiv 2 pag. 240. Geometrie 8.616) und Möbzus (Berichte der 
sächs. Ges. 1852 pag. 49, Kreisverwandtschaft 16 und 45). 

Beweis: Legt man z. B. durch 3, C, D eine Kugel, welche nicht 
durch A geht, sondern von AB, AC, AD zum zweitenmale in B’, €’, D' 
geschnitten wird, so hat man wie in (12.) 


BE. 
AB.AC'AC.AD’AD.AB B'C:CD:DB 





oder 
AD.BC:4B.CD: AC.DB = B'C':C'D': DB 

Coroll.: Wenn man bei einem Tetraeder um die einzelnen Flächen 
beliebige Kugeln beschreibt und jede Kugel mit den 3 Kanten, welche nicht 
Sehnen derselben sind, durchschneidet, so erhält man Dreiecke, die sämmtlich 
einander ähnlich sind. Ebenso bei einem planen Viereck. 

14. Liegen die Puncte A, B, Ü, D auf einem Kreise (oder auf 
einer Geraden d.i. einem Kreise, dessen Centrum auf einer Normale zur 
Geraden unendlich fern ist), so ist 


AB.CD-- AC.DB + AD.BC = 0, 


indem die Producte als Gröfsen von einerlei oder entgegengesetzten Zei- 
22 * 
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chen genommen werden, je nachdem die Dreiecke ACD, ADB, ABÜ einer- 
leı Sinnes sind oder nicht (Ptolemaeus Almagest.I. 9, Möbius Kreis- 
verw. 26 und 44). 


Beweis: Sind 3’, €’, D’ stereographische Projectionen von B, €, D 
aus A, d, h. die Centralprojectionen dieser Puncte aus A auf eine Gerade 
der Kreisebene, welche mit der den Kreis in A berührenden Geraden parallel 
ist. so hal man wie in (12.) 

CD DB BC a un 
20.20’ 3D 25 IE CR 
Nun ist U’ D’-+-D’B’-- BC’ = 0, wolern die Strecken als Gröfsen von 
gleichen Zeichen oder als entgegengesetzt genommen werden, je nachdem 
ihre Richtungen übereinstimmen oder nicht, je nachdem also die Dreiecke AÜ'D', 
AD B', AB’C einerlei Sinnes sind oder nicht. Die Dreicke ACD, ADB, ABC 
sind aber mit den genannten Dreiecken der Reihe nach einerlei Sinnes, also 
ist unler der angegebenen Voraussetzung 
CD | DB Ä BC 


AC.AD | AD.AB |! AB.AC 0 





oder 
AB.CD-- AC.DB-- AD.BC — 0. 
Wenn die Puncte A, B, C, D auf einer Geraden liegen, so ist 
AB.CD-- AC.DB-- AD.BC 
— AB(AD— AC)-— AUC(AB— AD) -- AD(AC— AB) 

und verschwindet identisch. 

Zusatz: Wenn 5 Puncte A, B, C, D, E auf einem Kreise oder 
auf einer Geraden liegen, so ist auf analoge Weise 


Be ie 


AB.AC T AC.AD T AD.AE | AE.AB 0 





u. 5. f., wie Carnot geom. de pos. 215 bemerkt hat. 


15. Wenn die Strecken, welche 4 Punkte A, B, C, D verbinden, 
der Gleichung 


AB.CD--AC.DB- AD.BC — 0 
genügen, so liegen die Punkte A, B, C, D auf einem Kreise (einer 
Geraden). Diese Umkehrung des Ptolemäischen Satzes ist von Förstemann 
dieses Journals Bd. 13 p. 233, Kunze Planimetrie $. 166, Möbius Kreis- 
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verw. 26 behandelt worden und zwar von dem Letzteren zuerst in ihrem 
sanzen Umfange. 

Beweis: Lägen die Puncte A, 3, C, D nicht auf einem Kreise. so 
verhielten sich die Producte AB.CD, AC.DB, AD.BÜ wie die Seiten 
eines Dreiecks. dessen Fläche von Null verschieden (13.). Da in einem 
solchen Dreiecke eine Seite der Summe der beiden andern nicht gleich ist. 


so kann auch eines jener Producte der Summe der beiden andern nicht gleich 


sein, was der Voraussetzung widerslreitet. 


Dresden. im Februar 1857. 
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17. 
Eixposition d’une theorie analytique generale propre 
a exprimer les loıs des divers ordres de phenomenes 
qui dependent d’equations Imeaires aux differences 
partielles, tels que ceux des vibrations et de la 
propagatıon de la chaleur. 
(Par M. L. F. Menabrea), 


4 

L eerit que je publie aujourd’hui est le resume d’un memoire que 
jai lu devant l’Academie des sciences de Turin #*) dans la seance du 
15 avril 1555 et dans lequel j’ai eu pour but de reunir, dans une m&me 
analyse. les Iheories qui se rapportent & divers ordres de phenomenes dont 
les lois dependent d’equations lincaires aux differences partielles. Plusieurs 
gcomelres el entriaulres Porsson, dans sa Theorie de la chaleur, avaient dejä 
expose quelques vues generales sur les rapports qui existent entre l’analyse 
relative aux problemes des pelites oscillations et celle de la propagation de 
la chaleur dans les corps solides; toutefois ces apergus profonds et ingenieux 
laissent encore beaucoup a desirer et sont loin d’avoir la generalite et la 
simplieite qu’on peut concevoir. ÜC’est pourquoi je me suis propose une question 
beaucoup plus etendue que les questions analogues traitces, que je sache, jusqu’ä 
ce jour; c’est de resoudre par une seule et m&me analyse tous les problemes 
qui dependent d’equations lineaires aux differences partielles d’un ordre n 
quelconque, en deduisant des prineipes les plus elementaires et par un me- 
canisme de la plus grande simplicite, des formules generales applicables a tous 
ces divers ordres de problemes. 

On sait que les problemes relatifs a la distribution de la chaleur dependent 
d’equalions differentielles du 1” ordre, tandis que ceux des vibrations dependent 
d’equations du 2"" ordre. Ainsi dans les formules generales dont il s’agit, il 
suffira de faire pour la chaleur = 1, et pour les vibrations n = 2. 

On verra avec quelle facilite ces formules se transforment lorsqu’on 
passe d’un sysleme compos& de points isoles, a un systeme conlinu, de sorte 





*) Voir les memoires de l’Academie des sciences de Turin, serie Il tom. XV. 
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qu’elles s’appliquent a un systeme compose d’une facon quelconque de points 
isoles et de un ou de plusieurs corps conlinus lies entre eux d’une maniere 
determinee. 

Pour les applications que l’on peut faire de cette !heorie, je renvois 
a mon memoire original et a celui que j’ai publie en 1854 sous le litre de 
Etudes sur la theorie des vibrations (Memoires de l’Acad&ömie Royale des 
sciences de Turin, tome XV, serie Il) dans lequel j’ai fait un constant 
usage des principes que j’ai generalises dans l’Ecrit actuel. J’espere que ce 
travail ne sera pas sans utilil@ et qu’il pourra apporter quelque nouvel element 
a l’etude de la philosophie naturelle en permettant d’embrasser dans une meme 
theorie analylique, plusieurs ordres de phenomenes qui semblent au premier 
abord differer dans leur essence. 


Soient les r &qualions differentielles suivantes 


d” | d" u, | d" u; m E"ür 
er T a zn Ta gr TA 


2 | ! | 

. Mu Aıy U, Er Aa, U; u; a “u Aınd, _— 0, 
d” u, dA” u, d” u, d” u, 

IM; dt? + do,ı) dt” +a (2,3) dir aha u + Ge, r) "In dir 

di.) r 

+ MN, u, -- Acn%ı — As. RE . A:nU, = 0, 
dur; du | dru, | Arur,—ı 

M, Tan T Gr an Ta ge Tr 


\ N y } 
' u; M,u,-- Ar, nut A, U + ....... r Arı-ı) u,_, —- () 


dans lesquelles v,, %,, .... a, sont r variables fonctions du temps, et 
mM; >, IN; .e.9, M,, M,, ...]). 41,2)» ...,. Uda,1)» „..], Aa»: ...9 Ao.n .0o. 
des coefficients constants. — 


D’apres la nature de la liaison qui unit les points du systeme auquel 
se rapporient les variables dont il s’agit, on admeltra qu’en general 


Uen,n’) mas: Uns, n) > Aa, a ng An.n) 
n et n’ etant deux indices differents quelconques. 


Si l’on somme les equations (1.) apres les avoir respectivement mul- 
tipliees par les constantes arbitraires p,, P2, Ps, ---, P,5 puis si l’on fait 
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k" — pP, M +, Aı9y+9pAa,y+ Er Pr, M, +, Aı,3a+m; Aa st 
PM P2Aa,D HP, A," P,m, pP, aa, 3 + Pa, 37°" 
PH, tp Act. Ana t 
PM Par DT Pat" 














3) Terug M, +», Aa,» +P, Aa +-- 

9 M +p,Aıatp,.Aunt-- 
s P; M, +P, Aı,»+P; Aa, + ne 
p,M,+Pp; Aıy+p; Aust 





u 


u U P: M,+p, Ac. +», Ar,y+ 


| . pP, M,+p,Aı9+p, Act 
on obliendra une equation de la forme 


(4.) A"V 


dt” 
ou A est une conslante que l’on deduit de l’elimination de pı. Pas... P, 
entre les r equalions (2.). 








+ KV —=0. 


l'equalion finale en A" sera du degre r; nous la designerons par 
” -(r) 
5) Ki 0. 
En integrant l’equalion (4.) on obtient 


1 


6) Ketten 
ou E.. E,. E,..... E, sont des constantes arbitraires. «© une des racines 
n"" de —1 propre a reproduire toutes les aulres, e la base des logarithmes 
lıyperboliques; nous representons par 7’ l’expression explicite de V en fonction 
de f. Lequation (5.) fournira r valeurs differentes de A”; on aura un 


I, ). Ir 
nombre correspondant de valeurs des rapporls Pr. LE Nr P, et autant 


Pı Pı P, 
d’equations (6.) relatives chacune aux diverses valeurs de A”. Nous indi- 
querons par les indices (1), (2). ...» (2) .... (#) places superieurement les 
quanliles correspondantes a chacune de ces valeurs. 


0 0 
j v7 un. 3 — dV 7 a 1 w 
En general si l’on designe par V, er EEIE —, les valeurs ini- 
’ ‚ dV Fr du du 
liales de Y, .... qui se deduisent de celles de %,, %, .... - 


dt? ws4° 


(voir Fequation (3.)). on obliendra l’expression generale suivante qui se 
deduit facilement de l’equalion (6.) et de ses differentielles par la consideration 
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des valeurs que prennent les diverses sommes des puissances des racines de 
unite negative: 








v 0 
1 DA ar-3+l AV Ä ar -3+1) MV | ar—YRn—Yy+Hll dr-iy ] 
nt | 


I en er u re „A u 





Comme on a r &quations (6.) nombre @gal a celui des variables, on en de- 
duira pour ces dernieres des expressions de la forme 


(1) (1) 2) m) ı 3) m®) (7) smir) 
FT + F, / 4-F' q +... + F Zr 
1 l 2 2 3) (3) (r) (r) 

(8.) u, F! ) q“ 4 F! ) q“ 5 T 4 ce 4 F‘ q 


u, 


\ 


an A) mÜü) ı 2) m) ı v(3) OZEE a 120 ur) (er) 
„= FT ıFT-+FT- , 
ou F,. K,. F;,. .... F\ sont des coefficients constants fonctions de A. Fai- 
sons pour abreger 


B; — pı N, + A, 1 „»+PAa, 3 Be 
(9.) B, = ua Tate N u 


B; = p: m 7] u ytP: A, 2 


e! observons que, a cause de l’equation (4.), on a: 
d"T 
(10.) 


dt" 
Cela pose, en substituant dans les @quations primitives (1.) les valeurs (8.) 
de %,, %, ... et ayant egard aux equalions (2.) et (10.). on aura, en egalant 
separement a zero les coefficients des diverses valeurss T®, T®,... de T, 
Fu Wi; RM, sb, 


a 3 F, BIRL 


F no P; F a Sal, z ni P, e 


i 





IKT — 0. 








ainsi l’expression generale de %; sera: 


a 2) 
P mm, Pi m® er) ir 
(11.) u — — HF T TS FT —.. pi 1 
P; Pı pP 


[ze2r) . 





j (€) 
em; 


(e=1) Pi 
(er) 


le signe X indique la somme de tous les termes relatils aux diverses 
(e=1) 


valeurs des indices (1), (2), etc.. 
Pour obtenir la valeur de F\. substituons les expressions de %,,%,,..., %, 


dans une des valeurs de V (voir les @quations (3.) et (6.)) correspondantes 
Journal für Mathematik Bd. LIV. Heft 2. 23 
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a un indice, (7) par exemple, valeur qui sera: 


„BP? B BY") 
+u . -I ie U, — PEN Ti). 
70] B° 7) B}" 


Apres avoir fait la substitution indiqu&ce, en @galant söpar&ment entre eux les 
coefficients de T”, T”,..., T®,..., T”, dans les deux derniers membres 
de l’equation precedente, on obtiendra: 


yV" = u 





(„\ 
pi BY" p,”? B}” Ä 
pi Br Pr Bi 





ei en general 
(7) „(e) m) „(® (Mm) „& 0) „e) 
(13) Bi p" + Bi pp +Bp +. +Bip, 


lorsque (n) et (&) sont deux indices differents. 


| 


0 


Ainsi, en substituant dans l’expression de u; les valeurs de #,, Tet £, 
on aura pour l’expression generale de ceite variable: 





(&=r) 2)’ B\“® 
(14.) u; = P: - — - - T“®, ou bien 
(=) pi’ B, +2 B\ +p Bi te 
ce) (€) €) 
BE‘ p; B, 








ne PB Hp? BO HI BOL... 








0 vu 
We, I gt) I v TER. REN dr—1V ar -Nn—2j+1) 
been Br zu ou dir [kap-ı 
* ” Gr), * 
expression dans laquelle le signe & indique la somme de tous les termes 
=) 


qui se rapporlent aux diverses valeurs de j. Comme on peut Ecrire la valeur 


de V sous la forme 





0 1 (vr) 2 
V= — 5 uB, 
B, (v=i) 
la formule pr&ecedente deviendra 
er (e) Sams \ y—r) 0 
u 1 — P; Pe, (€) 3—1 we; — / 
(15.) u; — — - h-: i 3 et" .& = u,B. 
(= 1) Sy p\” BR” (=) (v=i) 
P, 
Val 
. ® rn 
vn 2r—2j +1 ER Done n—1)(2n—2j-+1 
du, BEER dia, 2) alr—)Qn—2j+1) 
——— . u = A >; .B\ 





ke) er. oh V=1) der har [(ke)yr1 


vi ) dt 





I 
wi 


17. Menabrea, questions yencrales de physique mathematique 1 


11. 


Lorsque les equations primitives (1.) se reduisent aux suivantes 


E u, 
- M, u+AıyW%--- ++ Aın%, _— 0), 


dir 
a u, | 
(16.) -M, + Aa yı + + Aa, nu, = 0. 
dur | m LA | A 
mn U, Ar Ann 0. 


p,m, __B, 











on =—- —, et par suite la formule (15.) devient 
pımy; bı j 
a (£) at | 
{ (e=r) p: (an) (Ed) „9-1 G=r) & 
(17) w—— 2 En rt I m, pP“ 
N G=1)&m ‚p, (j=n G=1) 
(vr) — 2n — +1 (v=r) dia — (n—1)(2n— 27-+1) 
en FT ae Bi Tem, de ve } 
ee Mn 


et P’equation (13.) se transforme dans la suivante 

(17. bis) _ m,p\? pi? m, p\ pi? —- m; pf® pP? 4 I m,p pp? — 0, 
De cette derniere &quation on conclut que, m, mM, M;, ... elant des 
quantites positives, les valeurs de 4” d’oü l’on deduit celles de p,, p., ete. 
ne peuvent eire imaginaires ei que par consequent toutes les racines de 
l’equation (5.) sont reelles. 

















Kal. 
Si les @qualions primitives sont de la forme suivante 
w my } d’ (A L dr u, ' ana 
m; | Henn +r Ta Tee }- (4 Mu--A., 34 Au, 0. 
d” u d” u dr u | | 
I m. | nr -y — — --  ——- 4 Me, -Ao.n%ı + Aa 23-0, 
(15.) tdi” 7 dir | der Mu Ag, nt Ac,9%- 
dr. u, u Er 27 
m, dır + v di” +0 ne MA, tt Ara .— Ö, 


on arrivera a des resultats analogues aux precedents, en suivant les procedes 
que nous avons indiques. 


Ainsi l’expression generale de u; sera encore 


(e=r) p” 
1) we Temp”: 


(e=1) Em ‚p£i) 
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ou l’on meltra pour 7 sa valeur deduite de l’equation (6.), qui dans le cas 
actuel devien! 
(20.) V — Kıe" 'ıB,e: Ey EP 
e! dans laquelle les valeurs 4,, A,, A;, ... sont les racines de l’equation 
(21) A"-vh"+ol-{k" —=(0. 
Quani aux expressions de E,, E;, ..., E,, on les deduira des valeurs ini- 


tiales de 
v AV dr-ıV 


u a dir—i 





On demontre egalement que, dans le cas dont il s’agit, les valeurs de k” sont 
toutes reelles. 


EV 
“ 

Supposons que les equations primilives (16.) se rapportent a un systeme 
conlinu, elles se transformeront en une &@quation differentielle de la forme 


A Hit 


dar .dyt'.dz)‘ 





A+i+J7 
u) mer FEN ge 


dir | dach .dyi. dz) 


Le 0, 


ou x, y, x sont les coordonnees fixes des divers points du systeme. Si l’on 
examine les equations (2.) et observant que dans le cas general des equations (16.) 
on Aa dıy 0; Aı,y =0; ..., on remarquera que 9,» Pr, ---, pP, entrent 
dans les expressions de =m;p;k”" de la möme maniere que %,, %%, ..., %, 


n 





entrent dans les valeurs de — m; An des @quations (16.), d’ou l’on conclut 
qu’en general 
d’ Hp dr+ih'y 








c an Per 7. - F v EN 
(23.) k"mp —= Vp-+N da" .dy'.dz’ rW da" .dy" .dz u 


Outre les equations (22.) et (23.) on aura les &quations aux limites qui 
serviront a @liminer les constantes arbitraires introduites par l’integration de 
l’öquation (23.) et fourniront ainsi une @quation transcendante en A” qui donnera 
les diverses valeurs de ceile quantite et par suite celles de p qui en dependent. 

La determination des constantes arbitraires se fera au moyen des 
conditions relatives aux limites. 


En general, une de ces constantes paraitra rester indeterminee, mais, 


comme dans l’expression generale de u elle sera facteur commun ä tous les 
termes du numeraleur et du denominateur, elle disparaitra. 
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Si les @quations primitives dont il s’agit s’appliquent ä un systeme 
de points materiels, on pourra considerer les quantites representees par 
Mi, M;, M;, ... comme exprimant des quantites proportionelles aux masses 
des points du systeme auquel se rapportent les variables «,, %,, u,. 

Dans les &quations (22.) et (23.) nous remplacerons m par dm, et en 
appliquant au cas actuel la formule (17.) nous aurons pour un systeme continu 


0 


24) 13 2 ala FR ie. 
nn /P dm —. / h dt 


_t— 


aar—Ner—3j+1)  n—i Pr ' 
e hrmi ae)? 





formule dans laquelle on indique par > la somme etendue ä toutes les 
a1) 

diverses valeurs de A; par / la somme etendue ä tous les points du systeme 

continu; le signe sommatoire = se rapporte, comme pr&ecedemment. aux 

racines n"”"“* de (—1). Han 


Vv. 

Le systeme peut ötre compose de plusieurs corps continus et de 
plusieurs points materiels separes les uns des autres. 

Les considerations que nous avons exposees precedemment s’appliquen! 
egalement a un pareil systeme. 

Pour chacun des corps conlinus on aura des equations de la forme de 
celles (22.) et (23.); on aura, en oulre, des &qualions aux limites qui se 
rapporteront aux surfaces, lignes, points exterieurs ou de contact. 

La quantite A” tant la m&äme dans toutes ces @quations, on £liminera 
entre les equations de la forme (23.) et les &quations aux limites toutes les 
constantes arbitraires introduites par les intögrations des @quations (23.); on 
aura ainsi l’equation finale transcendante en 4”. La determination des con- 
stantes arbilraires s’obliendra au moyen des &quations aux limites; enfin en 
appliquant les prineipes que nous avons developpes jusqu’ici on arrive evi- 
demment ä l’expression suivante qui est N gencrale de u 








r 1 (=) ) u oe 
(25.) uU=—N — . etke‘ mu = pudın) 1 - 
Na) .. + E/n® dm pAg 


al" -NMRr—2y-+1) 


x (Zmp77 di - -z/p de m) bene .- (Zm mp nt +z/p 1 dm) 
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ou > exprime les sommes relalives a tous les points isoles et a tous les corps 
continus qui composent le systeme. 


VL 
Lorsque les equations primitives (1.) ne contiennent, outre les diffe- 
rentielles des variables par rapport au temps, que les differences des diverses 
variables prises deux a deux comme %,— u,, on peut satisfaire a ces equalions 
senerales par une expression de %; de la forme 


Ger) (£) pie) 
9B use | | 2 | | Tpn—1 y Pi B, (2) 
26) = PLO1RF4..1Ur-1 5 — T 


zer 
(e=1) y p\” RB 
D v 


vl 


(voir les equations (14.) ei (15.)), dans la quelle P, Q, R,..., U sont des 


coellicients constants et les m@mes pour toutes les variables %,, %, ..., 4,. 





la determination de ces coefflieients s’obtient tres-simplement dans le cas, ou, 
en faisant la somme de toutes les @quations (1.), tous les termes qui con- 
tiennent %,, %, .... 4, se deiruisent mutuellement. Alors les equations (2.) 
donneron! 


2,= | | | | | 

(27) PT 4,97 4,9 Aa) Prem Aa de ten) + 
! n 4 | | ] ) —-- . 

" ug: P: (Mm, oz 44, T dr, T RE + Gr. 1-1) —— 0; 

nous ferons pour abreger 


BE b=mtdyt tn BmemHtgant tan; 
(=3.) | 

., b, en IN, - d,.nt + AL;, r—1)9 
ce qui revient (a cause des &quations (2.)) A 


(28.bs) W=KkB:;: b»=kB,; ...,; b,=kB, 


Cela pose, si l’on multiplie respectivement par d,,. ®,, ..., d, les valeurs de 
Ur Urn 2... U, deduites de l’expression (26.) et qu’on les somme ensemble, 
on aura 


u,b,-+- u,6, + eu, = (b, +b,-+ +6, P+ OR? +... Ur)... 


(e=r) Bi” 

> = (Pd + P:b2-+ Be AA 

(e=1) 3 pP B® 
vl 





T®, 


equation qui en vertu de l’equation (27.) se reduit a 
29) wre bt + b)(P+O-Re+ + Ur); 


d’ou l’on deduit 
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0 0 0 
p ub, +u,b,+* -+u,b, 




















en b,+b, le 
du Ben 
_— b, 7 A b,+ war b, 
(30.) 0= "U RE 
di, dein, dr-ı u. 
BE er ar Tai 
6,+0,+.- Fb, 

Si l’on ecrit les valeurs de «, m, .... de la maniere suivante 
u ee a a ur, 
“—=P+ß; dt Or END dir ua: Ai’ 

2 aV dry 


on pourra dans l’expression generale de T, au lieu de V, nat 
( 


tels qu’ils sont donnes par l’equation (3.), meltre respectivement les valeurs 
1 —.d® 1 dr-1ß° 
= u „ei 
u u B, de! 
Car a cause des relations (28.bis), P, Q, ..., U, disparaitront du terme som- 
matoire de l’expression (26.) laquelle pourra s’ecrire de la maniere suivante 
—= P- 01 Rt!’-+...- U, 
ou 
(en) pe B® 


(31.) B= 22 — - T®; 


(e=1) zp a B“ 





nn 
formule qui donne l’expression de la variable %; en fonction des valeurs 
RR = 
— DEE 
contenaient, outre les variables, des quantites constantes, il serait ires-facile 
de faire disparaitre ces dernieres et de ramener ce cas ä celui que nous 
avons traite. 


initiales des variables /, Si les equations primilives (1.) 


von. 
L’analyse que nous venons d’exposer a toute la generalite que de- 
mandent ordinairement les applications ä la Physique Mathematique. On en de- 
duira les formules qui se rapportent a la theorie des pelites oscillations ou 
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celle de la propagation de la chaleur dans les corps solides en faisant dans 
le premier cas n—?2, et dans le second n —=1. 
Ainsi pour les vibrations, on prendra dans l’expression (25.) n—=2 


el a=y—1, et P’on obtiendra 
(x) (EZmp’u-+ Z/pudm) coskt 
(22) = u s & 
y +Z/pdm)sin kt 


y' 
Pour ie probleme de la propagation de la chaleur dans les corps solides, on 





» £mp’+2/p’dm 1 
| tz (= m 


fera n==1 et @=1, et l’on aura 


(©) v 0 
2 Zi p > u. A kt 
33) = TE 7727 |Zmpu-+Z/pudmYe“ 





Telles sont les formules qui contiennent les solutions de tous les problemes 
relatifs a ces deux ordres de ph@önomenes. En y joignant celles que l’on de- 
duit de l’equation (26.) on donnera ä ces solutions toute l’etendue qu’elles 
peuvent comporler. 


Turin. 18 avril 1856. 
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18. 
Sur les surfaces dont les lignes de Pune des 
courbures sont planes. 
(Par M. F. Joachimsthal ü Breslau.) 





M. Ossıan Bonnel a resolu, le premier, le probleme de trouver les 
surfaces dont les lignes de l’une des courbures sont planes *). Il prend pour 
point de depart la proposition suivante **): 

Pour qu’une section plane d’une surface courbe soit une ligne de cour- 
bure, il faut et il suffit, que le plan de la section rencontre la surface 
partout sous le m&me angle. 
A Taide de ce theoreme la solution du probleme se ramene a l’integration 
d’une equation differentielle partielle du premier ordre, resultat de l’elimination 


de la quantite « entre les deux relations 





z— ar—fay=fil); 14+ep+fog = kie)yi+p+g; 

ou p= . — &, Bien que leliminalion de « ne soit ssibl 2 gi 
a 7% 7 oy q 2 S possible, que si 

l’on ait fixe les fonclions f(«), fı(e). &‘«), M. Bonnet, par des modifications 


tres-habiles des methodes connues, a neanmoins su inlegrer l’equalion diffe- 








rentielle partielle du probleme. 

Malgre les recherches si remarquables de M. Bonnet, je crois que 
la solution de la möme question que je vais presenler, n’est pas depourvue 
d’interet. Je profite de quelques consideralions geometriques qui ne sont pas 
nouvelles, mais que l’on a negligees, tant que je sache, dans ce genre de 
questions; je ferai voir, entre autres, que l’on peut, en s’aidani de la pro- 
position menlionnee ci-haut, eviter toute equalion differentielle partielle, et 
faire dependre la question immediatement de deux &quations differentielles 


ordinaires. 
I. 
On peut definir les lignes de courbure comme suit: 
Une courbe tracee sur une surface F' est une ligne de courbure de F), 
lorsque la surface developpable D, circonscrite a F' le long de la courbe 
C, a toutes ses aretes perpendiculaires aux tangentes de €. 





*) Journal de !’Ecole Polytechnique cah. 35, page 382. 
**) Voyez le tome XXX de ce Journal page 348. 
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182 18. Joachimsthal, surfaces a lignes de courbure planes. 


Celte definition derive de la belle theorie des tangentes conjuguees, 
due a M. Dupin; mais on peut aussi, ä l’aide de quelques observations 
tout-ä-fait elementaires, passer de la definition usuelle a la precedente. En 
effet, soient A et 3 deux plans quelconques qui se coupent suivant la droite Z. 
Elevons en un point « de A une perpendiculaire ä ce plan, ei de meme en 
un point 5 de B une perpendiculaire ä 3. Pour que ces deux droites se 
rencontrent il faut et il suffit, que l’angle entre les droites ab et L soit un 
angle droit. Supposons maintenant, que A et D soient deux plans tangents 
infiniment proches d’une surface F}, et que a et db soient les points de contact; 
alors la droite Z deviendra l’arcte d’une surface developpable eirconscrite ä 
F' le long d’une courbe quelconque qui passe par @ et d. Ainsi, toutes les 
fois que dans le systeme des normales d’une surface F, menees le long d’une 
courbe €, deux normales conseculives se rencontrent, la surface developpable D, 
eirconscrite a F' le long de la courbe Ü aura une arete perpendiculaire ä 
l’element correspondant de €, et r&@eiproquement; ce qui fait voir la coinci- 
dence des deux definitions. Comme deux lignes de courbure de systemes 
differenis se coupent sous des angles droits, on peut dire avec la mäme 
raison, que 

les /angentes des lignes de courbure de l’un des systemes, menees aux 
points oü elles sont rencontrees par une ligne de courbure B de l’autre 
systeme, forment une surface developpable D. 
Une seconde surface developpable D, est formee par les normales de la 
surface F', menees le long de B; et cette courbe est en m@me temps une 
lioene de courbure de D et de D, comme etant une trajectoire orthogonale 
de leurs generatrices reclilignes. 

J’ai eru utile de rappeler au lecteur ces proprictes des lignes de 
courbure, bien qu’elles ne soient pas nouvelles, parcequ’on ne les trouve guere 
dans les traites les plus r&pandus. 


El. 

Je vais appliquer ces principes a la recherche des surfaces #' dont 
les lignes de l’une des courbures sont dans des plans paralleles. Cette question 
a ete trailee par lillustre Monge; en outre M. Bertrand a demontre par 
la Geometrie les proprietes que Monge a trouvces par l’Analyse (Liouville 
Tom. XIII); ses raisonnements reposent sur la propriete citee des lignes de 


courbure planes, dont je ne ferai pas usage. 
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Soient A, A’, 4" .. les lignes de courbure conscculives planes; et 
B une ligne de courbure du second systeme qui rencontre les premieres en 
a, a, a’ ... Les tangentes f, !', £” .. des courbes A, A’, A"... qui ont 
leurs points de contact en a, a’, @’.. forment une surface developpable D, 
elles sont en outre situ&es dans des plans paralleles; mais deux droites con- 
seceulives Z et 2’ d’une surface developpable, situees dans des plans paralleles. 
sont, elles-m&mes, paralleles, par consequent la surface D est une surface 
cylindrique. La courbe 3 est en m@me temps une ligne de courbure de D, 
c’est a dire la courbe D est une section droite de la surface cylindrique D, 
el comme la section droite d’un eylindre est perpendiculaire ä chaque arcete /, 
et a chaque plan mene par une arete /, la droite, suivant laquelle se ren- 
contrent les deux plans de A et de B, sera perpendiculaire a l’arete 7; ainsi: 
Si les lignes de l’une des courbures A, 4’, A" .. d’une surface F' sont 
dans des plans paralleles, les lignes de courbure du second systeme B, 
B, B".. seront dans des plans perpendiceulaires a ceux du premier 
systeme et la droite d’intersection des deux plans qui contiennent A et 
B sera une normale a la courbe A. Il suit de la, que deux courbes 
A et A”), rencontrces par B en a et a“, ont, dans ces points, des tan- 
gentes paralleles et des normales paralleles. 
Cette proposition conduit immediatement aux trois proprieles connues des sur- 
faces F', savoir aux suivantes: 1°. Les projeclions des courbes A, A’, A4”.. 
sur le plan de A sont un systeme de courbes paralleles; 2°. les developpees 
des courbes A, A’, A4".. sont les sections droites d’un ceylindre H dont les 
plans tangents rencontrent la surface #’ suivant les lignes de courbure B, B', 
B'".. du second systeme; 3°. la surface F' est engendree par le mouvement 


d’une courbe plane 3 dont le plan roule sans glisser sur un eylindre A. 


Jul. 

Nous allons chercher maintenant les surfaces F' dont les lignes de l’une 
des courbures sont dans des plans passant par une droite fixe. 

Soient A, A’, 4"... les lignes de courbure conseculives de ce systeme, 
ei a, a, «' .. les points oü elles sont rencontrees par une courbe du second 
systeme B. Les tangentes { et ' mences en a et «a aux deux courbes in- 
finiment proches A et A’ se rencontrent, comme deux generatrices conseceutives 
d’une surface developpable. Mais elles sont situees dans deux plans qui se 


coupent suivant l’axe fixe, donc leur point d’interseclion se trouve sur cet 
24 * 
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axe. En continuant de proche en proche, on voit que la surface developpable 
D, eirconserite le long de la courbe B a la surface cherchee F'\, sera une 
surface conique dont le sommet est sur l’axe; or il faut, que B soit en m&me 
temps une ligne de courbure de la surface conique D, partant, B est une 
courbe spherique. Ainsi: 
Si les lignes de l’une des courbures A, A’, 4"’.. d’une surface F' sont 
dans des plans qui passent tous par une droite fixe, les lignes de courbure 
du second systeme B, B’, B".. seront des courbes spheriques qui ont 
leurs centres sur la droite fixe; et les cönes qui ont pour sommets les 
centres des courbes D, et qui s’appuient sur ces courbes, sont circonscrits 
a la surface F". 
Reciproquement 
Si l’on peut tracer sur une surface un systeme de lignes spheriques 3, 
B', B’ .. qui ont leurs centres sur une droite fixe; et que les cönes 
qui s’appuient sur ces courbes et dont les sommets sont ä leurs centres, 
soient tangents a la surface F'; les courbes spheriques B seront un des 
systemes des lignes de courbure de F', et les sections, faites par des 
plans qui passent par la droite fixe, en seront l’autre. 
Pour obtenir l’equation des surfaces #' nous n’avons qu’a exprimer ces 
conditions par des formules. 

Soit p l’angle qui determine la position d’une section 
plane A, mende par l’axe fixe que nous prenons pour 
| axe des 2; soit en outre g le parametre d’une courbe 
|  sphörique B, f(g) le rayon de la sphere, A(g) l’ordonnee 
de son centre. Cela posc, l’equation des surfaces cher- 





|, ch6es aura la forme suivante 
ER x — f(g) sinh cosp 
/\ y = f(g) sinhsinp 
‚WV z —= f(gq)eosh-+A(g), 

/ Mi j |  oü Ah est l’angle entre le rayon f(g) d’une courbe sphe- 
/ FY rique B et l’axe des 2; il depend, en general, des deux 
fa variables p et q. Reste encore a exprimer, que le 
fo rayon f{g) soit tangent ä la section plane p = const. 
| ı ou ä la courbe A. Soit « le point ou la courbe A est 
A j  coupee par la courbe spherique B dont le parametre est 


—=4g; «o==f(g) le rayon de B, co=4(g) l’ordonnee 
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de son centre (c est l’origine des coordonnees), l’angle &o® — A. Soit «’ 
le point d’intersection de A avec la courbe B’ dont le parametre — y -+-dg, 
o' le centre de B', ainsi 








n 
do —=f(yg+dg), co —A(g-+dg), langle do!’ C— h-+ m dg. 
OH 
Menons 0'5 perpendiculaire a «o, et «'P’ perpendiculaire a 0’, et nous aurons 
0% = 00'sinPoo' —= sinh.di 
ei, en oulre, 
08 —= PP Bo — aa'sin(ce', a0)4-f(g-dy) er dy. 
5 


Egalant ces deux expressions de 0’ et negligeant les infiniment petits du 
second ordre, nous aurons 





(1) sinhdl — au’ sin(ad', 00) +), 


/ 
Pour que le rayon «o soit langent ä la courbe A, il faut et il suffit que 
sin (@e', c0)— 0, ou bien que 


dg. 


oz A oh 
(2.) sın A == KV, 
En integrant par rapport a g l’equation (2.), ou ME a il faut 





sinh 0q fin) dq' 
ajouter une fonction arbitraire de p =logw(p), et, en posant 
1 dig) __ dlogp(gq) 
fd da dq ° 
on obtient la representation suivante des surfaces chercheces,. oü p et y sont 
les parametres des lignes de courbure: 











z = f(g) sinhcosp lang; = pvp) 
’ ; Al 
Er) y = f(g) sinh sinp fy) = En 


z —= f(Q)eosh--A(g) 
On peut, sans perdre de generalite, egaler p(g) ou A(y), ou une combinaison 
de ces deux fonctions arbitraires ä g. 

Les formules (3.) s’accordent avec celles que j’ai publi&es Tome XXX 
de ce Journal page 350. J’ai expose la marche que j’avais suivie pour les 
obtenir, dans le Programme du College royal francais de Berlin, Annee 1848. 
En comparant cetie methode avec la methode que nous venons d’expliquer, on 
verra de combien les considerations geomelriques ont abrege les calculs. 
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Remarque. Les lignes de courbure planes A, A’, A” .. jouissent 
de quelques proprietes, analogues a celles que nous avons reconnues aux 
courbes A du premier genre des surfaces discute au n°. II. 

Soient une droite / et une courbe plane € situces dans le m&me plan. 
Menons en un point € de Ü une tangente qui rencontre ! en y, et deerivons 
une circonference avec le rayon ey aulour de y. En repetant cette con- 
struction pour tous les points de C, on obtient un systeme de eirconferences 
qui donnent lieu a une enveloppe (reelle ou imaginaire) /. En nommant, 
pour abreger, C la courbe primitive et /' la courbe derivee par rapport a la 
droite fixe /, on voit tres-aisement que chaque courbe primitlive n’a qu’une 
seule derivee, mais qu’a chaque courbe derivee /' appartiennent une infinite 
de courbes primitives CE, CE’, €" ... Si la droite / s’eloigne a l’infini, les 
courbes primitives C, C', CE" .. se transforment en courbes paralleles, et la 
courbe derivee /', commune a toutes, est la developpee des courbes paralleles. 

Ces definitions etablies, on peut dire, que, dans nos surfaces, les de- 
rivees des lignes de courbure planes 4, 4’, A”.. par rapport ä l’intersection 
commune de leurs plans (l’axe des 2), forment une surface de revolution, 
reelle ou imaginaire. 


IV. 
e” Probleme. Trouver les surfaces F' 
’ dont les lignes de l’une des cour- 
| bures sont planes. 
j Soient 4, A’, 4" .. les lignes de 
/ | courbure cons£cutives planes, / la droite 


/4 d’interseclion des deux plans qui con- 
/”| tiennent A et A’, 7’ l’intersection des plans 
G x de A et A’, e.a. d.s. Ces droites 4, 7, 
ZZ.  17’.. sont les generatrices d’une surface 
/ developpable P dont les plans tangents sont 
| les plans des courbes A, A’, A"... Les 
| tangentes £, ?', €".. a ces courbes, menees 


Ds 
% 
a 


e/ / / aux points a, a, a’ .. oü elles sont cou- 
f yazıj pees par une courbe B du second systeme, 
LK, 0 forment une surface developpable D. I 
s’ensuit, que les tangentes consecutives ? 
et !' se renconirent en un point o de la 
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droite /, les tangentes £' et ©’ en un point 0’ de /', etc. L’ensemble des 
points 0 forme une courbe sur P; je la nommerai O; c’est l’aröte de re- 
broussement de la surface developpable D. Comme la courbe B n’est pas 
seulement une ligne de courbure de F' mais aussi de D, elle sera une deve- 
loppante de O; car les lignes de courbure d’une surface developpable, autres que 
les generatrices, sont les deveioppantes de l’arete de rebroussement*). Ainsi: 

Si les ligenes de l’une des courbures A, A’, 4" .. d’une surface F' 
sont planes, et que leurs plans enveloppent une surface developpable P, les 
lignes de courbure de l’autre systeme B, B’.. seront les developpantes d’un 
systeme de courbes O0, 0, 0" situees sur P; et la surface developpable D, 
deerite par le fil qui developpe une courbe quelconque 0, sera circonserite & 
la surface #". 

Reeiproquement: 

Pour obtenir la surface la plus generale a un systeme de lignes de 
courbure planes, on congoit sur une surface developpable P un systeme de 
courbes 0, 0, 0". .; on en deduit, par leur developpement, un autre systeme 
de courbes B, B’, BD"... qui formeront une surface F. En determinant les 
courbes O, 0'% 0" .. et les constantes, introduites par le d@veloppement, de 
maniere, que le fil tendu reste toujours tangent a la surface F', elle deviendra 
la surface cherchee. — En effet, en renversant l’ordre du raisonnement, don! 
nous nous sommes servi, on fait voir sans peine, 1°. que les courbes B sont 
des lignes de courbure de F'; 2°. que les sections planes A, A’, A".. de F, 
determinees par les plans tangents de P sont les trajectoires orthogonales 
de B, B', B".., c'est ä dire qu’elles sont le second systeme de lignes de 
courbure. 

Traduisons cette construction dans le langage analytique. 

La surface developpable P est donnee par son arete de rebroussemen! 
C, lieu des interseclions consecutives des droites infiniment proches /, 7’, l"..: 
le cas ou P degenere en une surface conique ou cylindrique, dont je ne 
m’occuperai pas, n’exige que des modifications bien simples. Je designerai 
par &, n, 5 les coordonnees rectangulaires d’un point de C'; par p l’arc compte 
a parlir d’un point fixe c,, de sorte que ,ce=p, «ce =p--dp, etc; &,,{ 





*) En effet, on a, parceque les tangentes t, t', {" ... sont perpendiculaires aux 
elements de la courbe B, ou=ou', v«=o'a", "a'=o"a", elc.; ou bien oo'=o'a—oa; 
ou" ad"— oa", elc.; c’est a dire, la courbe uu’a" .. est engendree par le developpe- 
ment de la courbe oo'0"... 
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sont des fonelions de p; j’ecris en outre pour abreger 


4 lt wt CE 


Exprimons maintenant la courbe B ou aa’a”.., developpante de O ou de la 











courbe 000"... Posant co=4, l’angle aol=h, ao— f, la courbe 00'0".. 


est donnee par une &quation entre 4 et p. Entre ces trois quanlites 4, A, f 
il y a deux relations. Decrivons le petit arc de cercle 0% autour de c et 
nous aurons, en negligeant les infiniment pelits du second ordre, 


03 —= 00 sin (h- gi = un. Fed; ») go IT sinhdp 


oO» 
03 —= 00' cos(h a) u= rn coshdp. 
Mais 09 = oc angle (Ü,!)=%4.2dp 
0 = cd — co = co- cc! -- co! = ce! — (c'0’ — co) = dp — 





En comparant les expressions de 0% et de 0’, on oblient 


sin ZL — 41 
Em of öR 
cosh— — 1— —. 
op op 


Pour caleuler les coordonnees de a, j’abaisse de « sur / une perpendiculaire ae. 
Ceite perpendiculaire est parallele au rayon de courbure de C en c; car elle 
rencontre la tangente / et la tangente immedialement precedente, donc elle se 
irouve dans le plan osculateur de ©, et elle est perpendiculaire a la tangente / 
de €. Donc, en designant les coordonnees de @ par X, y, 2 eten ecrivant. 





. . . . dE f d?£ en 
comme a lordinaire — =$, — ==, etc., nous aurons 
dp dp 
. gen h 
er = $—$5.00 + - a0 ou bien 
5 > 1 % B) 


en 
x = $—£ (4-4 feosh)- Sf sinh 


(3.) Y 


| 


" 
nn (hf cosh) + —f sind 


cr 
= 6—[(i-4 fcosh)+- —fsinh. 


Si l’on considere A comme fonclion de p, et f et A comme definies par les 
equations (4.). les equalions (5.) representeront la developpante 2. 
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Supposons que la relation entre A et p qui definit la courbe 00'0” 
contienne un paramelre g, et que la constanle arbitraire qui s’introduit en de- 
terminant f par la relation 





L 
op -;. ek +15) 


soil de m&me une fonction de g; les @quations (5.),. dont les seconds membres 
renferment maintenant deux variables ind@pendantes p et , representeront une 
surface courbe F', plus generale m&me que celle que nous cherchons. Reste 
encore a salisfaire a la condition, que le fil £ qui developpe une des courbes () 
soil toujours tangent a F, ou, ce qui revient au m@me, aux seclions planes 
4, 4, 4’.. de F. Cette condition s’exprime, comme nous avons vu (n’ I. 
formule 2) par l’equalion 
(6.) sin — — ( 
Ainsi le probleme est reduit a trouver trois fonctions f, A, 4 des variables p 
g qui satisfassent aux trois @qualions 


f [2 of a [2 

sin A E77 — +, 
(7.) cosA or —- 1— En 
op op 


sind a DR 

oq co 
ou z designe une fonction donnee de la variable » seule. La discussion di- 
recte de ces @quations conduit a une &quation differentielle partielle qui s’in- 
tegre sans difficulte *); mais en faisant usage de la propriete des lignes ‘de 
courbure planes, de couper la surface partout sous le m&me angle, la question 
se ramene immediatement a des &quations differentielles ordinaires. Il s’agil, 
pour ce but, d’exprimer que l’angle y entre le plan tangent de la surface F 





a Eu h a 
) En eflet, en &ecrivant pour abreger logtang— = w, on peut remplacer les equa- 





2 
tions (7.) par les suivantes 
oh Je 
u. 71 .: oy 
13 1 = xäcotgk 
(d.) 2; = xAcolgh 
of _ »ı 
(e.) op sinh 
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et le plan de la ligne de courbure plane A reste invariable le long de 4; 
ou bien comme ces dilferentes courbes planes A sont delerminces par la 
valeur correspondante de p, que l'angle g est une fonclion de p. Le plan 
iangent en « passe par f el aa, done c’est le plan mene par Z et l‘, ou bien 
le plan osculateur de W en 0. Menons par le centre d’une sphere quatre 
ravons, parallöles aux droites £, U, d, U et designons leurs extremiles par les 
‚ memes leltres; joignons Zelt !, teil, fell 
ı_- par des arcs de grands cercles dont le dernier 
passera evidemment par . Nous aurons dans 
cette figure spherique 
U—=h; (tl —h4 dp: WU —=zdp; NVangle lt! = y. 
En deerivant aulour de {, avec le rayon spherique (l le petit arc 7, nous 


aurons dans le triangle rectangle infiniment petit 




















' 
!rcolangy = Er. 
On en derive par diflerentialion 
ol 
(a) Rn _of ow 20 Ow _ ah ow _ og o’w 
opoq op oq Opöy sind EITEAl ow opog 
u 
ur ; 
0° ah oh 
(W'.) —— — nd Ri " gcotgh. 
opcoq sin h? og oy 
u | ow I ch 
En ajoutant ces deux equations on obtient ä cause de — = — ur 
oO sinh dy 
o’u 
04 Op ot 
(() ı=<- nn +xcolgh 
oy ow 
og 
L’equalion Fan 0 conduirail ä une surface ou toules les courbes B du second systeme 


sont les developpantes d’une seule courbe Q; c’est le cas des surfaces developpables, 
exclu de nos consideralions, parceque nous avons suppose, que chaque ligne de courbure 
plane determine un plan; il faut donc que l’on egale l’autre facteur a zero; cela fournit 














l’equation 
A°ı we 7 j 
_ ae =: 0: ou 2 - 2 za ok = (, 
opdy u opoqy ' sinh? dy 
d’ou vient, en inlegrant 
ow % 
de. en — I). 
(e) cp sin h v(p) 


Ainsi le systeme d’equations («.), (b.), (e.) est remplace par les equalions (a.), (b.), 
(c'.), en partant desquelles on peut reciproquement parvenir ä (c.). 
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Mais "= M— N = H— tl WU —= zdp — - dp 
| pm 
ei tr —= sin!’l.langle/lt!!' = sinh.z'dp, 


ou jai designe par 2’ la seconde courbure de l’ardte de rebroussement de P, 
ou de la courbe e2c"..,. comme z en est la premiere. Car en ellel, l’angle 
spherique ll est egal a l’angle diedre forme dans la figure precedente par 
les deux plans dont I’un contient / et /, et lautre ?’ et 7’ ou par deux plans 


oseulateurs consceulifs de eec’e'... On obtient par la 





oh 
sink.zcolaney = 2— < 
| EI 


Mais. comme nous avons remarque, cotang est une fonclion de la variable p, 


done il en sera de m&äme de z’cotangy, et l’on pourra poser 


1 oh 
( — —) ar { z 
0 sin h g- -) yip): 





c'est "’equation (e'.) de la note. L’equation (3.) est evidemment l’integrale de 
l’equation differentielle partielle qui resulte des trois equations (7.) en elimi- 


nant f et A; on peut donc remplacer ces @quations par le systeme suivant 








Las x) — v(p) 
sinh \oOp d Ana dr 4 
2 a — zheotgh 
(9.) ni 
04 
f = sinh ET? 
og 


La premiere relation (9.) est une de celles qui deviennent integrables, 
en supposant une seule integrale partieuliere connue; j’ecrirai pour ce bul 


1 ah ’ u 
nr —k) au lieu de w. Ainsi: 
sinh, \op 





Designons par A,, $, n, © quatre fonctions de p, dont les trois dernieres 


saltisfont a l’&quation 


et posons pour abreger 
A ui u aim 2; 
si l’on determine les quantitös 4 et A par les equations integrables du 


premier ordre 
25 * 
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ol 1 oh, 
ur — x) sind, ern x) 


04 i 
dp = zÜLcoig h, 





| 








que l’on introduise comme constantes d’integration deux fonctions ar- 
bitraires d’une quantite g, les surfaces a un systeme de 


lignes de courbure 
planes sont representees par les equalions 














en 
2 —= $—S(h4feosh) —fsind 
oA 
| ee . o 
Y n—n(k-+-fcosh)+- —fsinh f = sinh—I 
u oh 
oq 


>24 
eo 


ll 
Co Ce yo ' » \ I “ ® 
— C—[(ä+feosh)+—fsind; 


l’equation p = const. apparlient au systeme de lignes de courbure planes 
et l’equation g = const. a l’autre systeme. 


Breslau. Juin 1857. 
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19. 


Zur Theorie der quadratischen Formen. 
(Von Herrn Lipschitz.) 





D:. Lehre der binären quadratischen Formen in der von Gaufs ge- 
gründeten Theorie der complexen Zahlen ist durch Dirichlet so vollständig 
ausgebildet worden *), dafs man Untersuchungen über quadratische Formen 
aus dem Gebiete der reellen Zahlen in das Gebiet dieser complexen von der 
Form a--5y—1 leicht überträgt. In einem früheren Aufsatz ist die Bezie- 
hung zwischen der Formenanzahl einer bestimmten Determinante und der For- 
menanzahl einer andern Determinante, welche von der ersten nur durch einen 
quadratischen Factor verschieden ist, durch elementare Betrachtungen ent- 
wickelt **). Es genügt jetzt darauf hinzuweisen, dafs das entsprechende Pro- 
blem für complexe Zahlen, welches man auch durch die von Drrichlet an- 
gewandten unendlichen Reihen und Producte erledigen könnte, durch dieselben 
Hülfsmittel gelöst wird, deren ich mich damals bedient habe, und die sich aus 
der Transformation einer Form in eine andre durch lineare Substitutionen 
ergeben. 

Die quadratische Form 

(1) ac-+2bry-+cy,, 
in der a, 5, c bestimmte und x, y unbestimmte complexe ganze Zahlen be- 
zeichnen, und deren Determinante ’—ac=D sei, geht durch die Substitution 


2 u a +Py', 
y = ya'+oy, 
(3.) ac" --2b'xc'y' -- c'y"” 
über, deren Determinante 5" — a’c' = D’ —= (ad — Py)’D ist. Nach Dirichlet's 


Vorgang setzen wir voraus, dafs die complexen Zahlen «a, db, ce ohne gemein- 
schaftlichen Theiler sind; dann können aber die Zahlen a, 25, c entweder 


(?.) 


in die Form 


den gröfsten gemeinschaftlichen Theiler 1, oder 1--y—1, oder 2 haben, und 





*) Recherches sur les formes quadratiques ä coefficients et ä indeterminees com- 
plexes, d. Journ. Bd. XXIV p. 291 ff. 
*#) Bd. LII p. 238. 
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diesen 3 Fällen entsprechend heifst die Form (a,b, .c) eine Form der ersten, 
zweiten. drilten Art*). Es sei nun 


(fı» fa. .o.a (pr 

ein vollständiges System der Formen erster Art von der Determinante D**): 
man wende auf die Form g, die sämmtlichen Subslitutionen wer an, wo 
ed — Py =p. einer complexen Primzahl, ist. unterwerfe die hervorgehenden 
Formen der Bedingung ohne Theiler und von der ersten Art zu sein. und 
ordne sie in Classen, ebenso verfahre man nach der Reihe mit den Formen 
Par +» 75 so entsteht ein vollständiges System der Formen erster Art von 
der Determinante D’= p»’D, und zwar enthält jede Form % dieselbe Anzahl 
Formen der Determinante D’ unter sich. Diese Anzahl bestimmt das Ver- 
hältnifs der Formenanzahl % der Determinante D und der Formenanzahl 4 
der Determinante PD’, und dasselbe läfst sich angeben, wie folgt: 

Es bezeichne die Characlerisiik N die Norm einer complexen Zahl, 
so dafs N(e-+dy—1)—= e-+d?, das Symbol (>) sei — +1, je nachdem D 
im complexen Zahlensystem quadratischer Rest der Primzahl p» ist, oder nicht +). 
endlich sei 7, © die Fundamentallösung 77) der unbestimmten Gleichung 

(4) *—-DwW—1, 


d. h. diejenige Lösung, für welche, wenn 7, « eine beliebige Lösung bezeich- 
net. die Ungleichheit gilt 


Iı<N(T+UYD) <= N(it+uyD). 
sobald nur 1<N(/-uj vD, ist, und 7’, U’ die Fundamentallösung der un- 


bestimmten Gleichung 


5.) °-DwW — 1. 


Dann hat man. wenn p nicht = 1--y—1 ist, und nicht in D aufgeht, die 


"Dec, oe NT+-UYD) ME D 
(6.) h—h oe N T+ U yD) NAm-(Z ). 


Relation 





und wenn p—=1--y—1 ist. oder in D aufgeht, die Relation 


oe N T+UyD) N(p) 


a log N T'LU'yD) 





*) Die angeführte Abhandlung Bd. XXIV p. 324. 
+) pn. 348. 
+) pP. 306 Fl. 
++) 9.337 ff 
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Der Einfachheit wegen ist angenommen worden, dafs der Quotient der Deter- 
minanten D und D' das Quadrat einer Primzahl sei; man bemerkt aber sofort. 
dafs das Verhältnifs der Formenanzahlen % und 4 in dem Fall, dafs der 
Quotient der Determinanten das Qnadrat irgend einer ganzen Zahl ist. durch 
wiederholte Anwendung der angegebenen Sätze erhalten wird. 

Ehenso findet man den Zusammenhang zwischen der Anzahl der For- 
men erster. zweiter, dritter Art derselben Determinante. wobei nur darauf zu 
achten ist, dafs das Vorhandensein von Formen zweiter Art an die nolhwen- 
dige und ausreichende Bedingung D = 1 (mod. 2), das Vorhandensein von 
Formen dritter Art auf gleiche Weise an die Bedingung P== +1 (mod. 4) 
geknüpft ist. Da die Formen erster Art auf dieselbe Weise von den Formen 
zweiter, als diese von den Formen dritter Art abhangen, so kann man die 


Resultate bis zu einem gewissen Punet zusammen aussprechen. Es sei 


(fı» (as . .. (pr 


ein vollständiges System der Formen zweiter (dritter) Art; man wende aul 


a y . ” ri x " z [04 ' ’ 
ede Form die sämmtlichen Substitutionen an. wo od —- YiltY—1 
J Ö o 177 } 
/> 


unterwerfe die hervorgehenden Formen der Bedingung, aus Formen erster 
(zweiter) Art der Determinante D durch Multiplication mit dem Factor 1-4-y—1 
abgeleitet zu sein, und ordne sie in Classen: so bilden die Repräsentanten ein 
vollständiges System der Formen erster (zweiter) Art von der Determinante D, 
jede mit 1---y—1 multiplieirt. Da nun jede Form g gleichviel Formen unter 
sich enthält, und man diese Anzahl bestimmen kann, so ist der Quotient der 
Anzahl Formen erster und zweiler, zweiter und dritter Art bekannt. Es seien 
diese Formenanzablen resp. 4, 4,, 4,. ferner T;,, U, die Fundamentallösung 
der unbeslimmten Gleichung 


(8) 2° —-DwW — 2/—1, 
so dafs 





ı<ma = a N) 


und 7;,, U, die Fundamentallösung der Gleichung 


(9) 2? —-DW —=4, 


so dafs 





<a EB) nett”), 
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so ergeben sich die folgenden Gleichungen 











(10) D=+1 (mod.4). h— 2h,. 
log n(=F Ser, 
(11) D=+1+42y—1 (mod.4), h=2h nA 
| Ir a ae — 9 Tog N(T+UYD) 


(12.) D +1 (mod. (1-- j—1 nr. Ah, 


Sup: log N( I: I; a ©) 
( 13, ) D 7 4) (mod. \ 1- V —1 )’), h; —— 3h; E 


| N) 











Die beiden ersten setzen D==1 (mod. 2), die beiden letzten D=+1 (mod.4) 
voraus. wie es durch das Existiren von Formen der zweiten oder dritten Art 


bedingt wird. 
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20. 


Über die der Einwirkung der Schwere entzogenen, 
aber unter dem Einflusse der Erdbewegung roti- 
renden Körper. — Theorie des Foucault’schen 
Gyroscops. 


(Von Herrn Ed. Lottner zu Lippstadt.) 





Einleitung. 


Bau nachdem Foucault durch die Drehung der Schwingungsebene 
eines Pendels die tägliche Rotalion der Erde nachgewiesen halle. gab er die 
Construction eines von ihm mit dem Namen „Gyroscop” bezeichneten In- 
strumentes, welches nicht nur das erwähnte Factum bestätigt, sondern unter 
gewissen Bedingungen die Lage des Meridians des Beobachtungsortes so wie 
die geographische Breite desselben ohne astronomische Hülfsmittel angiebt. 
Eine Abbildung und Beschreibung desselben nach den wirklichen Proportionen 
findet man im dritten Bande der populären Astronomie von Arago, so wie 
in der Note Foucault’s in dem „Extrait des Comptes rendus des seances de 
l"Academie des Sciences tome XXAII et tome XXAV.” Das Gyroscop hat 
im Wesentlichen die Einrichtung der BoAnenberger’schen Maschine und be- 
steht aus einem metallenen, um eine verlicale Axe mit möglichst grofser Be- 
weglichkeit drehbaren Ringe W; derselbe trägt einen zweilen, um eine hori- 
zontale Axe drehbaren Ring B und dieser wiederum die jene rechtwinklig 
durchschneidende Axe einer mit grofser Geschwindigkeit sich um dieselbe 
drehenden schweren Scheibe von Bronze E von 74 Genlimeter Durchmesser. 
Durch eine besondere Vorrichtung wird dieser Scheibe eine 8$—10 Minuten 
dauernde energische Rotation milgetheilt. Da sie der Einwirkung der Schwere 
durch die Construction des Apparates entzogen, sonst aber vollkommen frei 
beweglich ist, so würde ihre Axe, wenn die tägliche Umdrehung nicht stalt- 
fände, bei jeder beliebigen Stellung im Gleichgewichte sein. Das ist aber 
nicht der Fall, und wenn man Foucault’s Beobachtungen zusammenfalst, so 
kann man die Erscheinungen, welche das Gyroscop darbietel, folgendermafsen 
characterisiren: 
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1) „Bei vollkommener Freiheit der Bewegung ist die Axe der Scheibe 
„nur dann im relativen Gleichgewichte, wenn sie der Erdaxe parallel steht, 
„und zwar ist das Gleichgewicht stabil. wenn bei dieser Stellung die Scheibe 
„im Sinne der täglichen Umdrehung roltirt. und labil im entgegengesetzten 
„Falle. Bei einer andern Stellung vollführt die Axe Schwingungen, die 
„symmetrisch in Bezug auf die Gleichgewichtslage sind und mit den Schwin- 
„gungen eines Raumpendels um die Verticale herum Aehnlichkeit haben.’ 

2) „Ist die Axe gezwungen sich in einer gegen die Erde festge- 
„stellten Ebene zu bewegen. so ist sie nur dann im Gleichgewichte, wenn 
„sie der Richtung der Erdaxe so nahe als mözlich kommt oder, anders aus- 
„gedrückt. wenn sie in die Projeelion der Richtung der Erdaxe auf die ge- 
„nannte feste Ebene fällt. Das Gleichgewicht ist stabil oder labil ganz wie 
„in (1). Bei einer andern Stellung vollführt die Axe Oscillationen um die 
„Gleichgewichtslage und würde also, wenn die Rotation hinlänglich lange 
„dauerte. in Folse der Widerstände wie ein Pendel zur Ruhe kommen.” 

Daraus folgt. dafs wenn die Axe nach Foucaull's Einrichtung im 
Horizonte sich bewegen mufs. sie die Bestimmung des Meridians, und wenn 
sie gezwungen ist sich im Meridiane zu bewegen, sie die geographische Breite 
0es Beoba: | ıngsorles liefert. 

Die Gleichgewichtslage ist theilweise bereits von Bertrand im October- 
hefte 1856 des Liourille'schen Journals mittelst der Poinsofschen Drehungs- 
theorie nachgewiesen worden. Die Betrachtung der Oscillationen ist jedoch 
daselbst nur nebenher abgehandelt und ergiebt kein genaues Resultat. Die 
nachfolgende Abhandlung falst das Problem rein analytisch auf. Die Resultate 
stimmen in Bezug auf die Lage des Gleichgewichts vollkommen mit den 
Foucault'schen Beobachtungen überein: aufserdem sind aber die Gröfsen, 
welche die Lage der Axe, so wie den Drehungswinkel der Scheibe zu einer 
beliebigen Zeit angeben, erpleite durch die Zeit ausgedrückt und die Dauer 
der Öscillationen sowohl in vollkommener Strenge als zugleich angenähert 
angegeben. Nachdem diese Arbeit bereiis fast ganz vollendet war. und ich 
schon einige Resultate (namentlich No.5) Herrn Professor Weierstrafs brief- 
lich miteetheilt hatte. erhielt ich durch Herrn Foucault eine eben in den 
„Nouvelles annales des Mathematiques tome XIV” erschienene analytische 
Abhandlung des Herrn Yron Villarceau über denselben Gegenstand. Da 
in derselben jedoch die Bewegung der Axe in vollkommener Freiheit nicht 


betrachtet und die Lösung des Problems da. wo es sich um die Integration 
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durch die elliptischen Functionen handelt, nicht in der schönen analytischen 
Form vermiltelst der Transcendente © ausgeführt ist, welche Jacobi zuerst 
in den mechanischen Problemen anzuwenden gelehrt. und welehe von Herrn 
Professor Stichelot und Dr. Dumas öfter mit Erfole benutzt worden. auch 
die Art und Weise, wie Herr WVillarceau zu den Differenzialgleichungen 
gelangt, von der meinigen ganz verschieden ist; so habe ich nicht Ansland 
genommen, meine Arbeit in diesem Journale zu veröffentlichen. 

Ich will aufserdem noch bemerken, dafs wenn der erste Ring nicht 
verlical. sondern beliebig gestellt ist. man für die Gröfse 5, welche die geo- 
graphische Breite bedeutet. den Winkel setzen mufs. welchen die Axe des 


Ringes mit der Ebene des Erdäquators macht, 


Sg. 1 
Bestimmung der Coordinaten. 

Denkt man sich das Instrument von allen Zufälligkeiten entblöfst und 
in möglichster Allgemeinheit aufgelfafst. so hat man die Bewegung eines 
Systems von drei Körpern zu betrachten. die mit einander in nachfolgender 
Weise verbunden sind: 

A sei ein nur um die verticale Axe 3,03; ohne Reibung drehbarer 
beliebiger Körper; um eine mit ihm unveränderlich verbundene horizontale 
Axe 20%, drehe sich ein zweiter Körper B; mit diesem wiederum sei un- 
veränderlich eine gegen Z/0 2, senkrechte Axe Z}0Z, verbunden, um welche 
ein dritter Körper C mit beliebiger Geschwindigkeit rotiren kann. Der Punkt O 
wird somit während der Bewegung. wenn das System sich nur drehte, nicht 
fortschritte. fest bleiben. und der Körper € sich in jeder beliebigen Richtung 
drehen können. Es seien ferner, dies sei vorläufig die einzige Annahme, die 
genannten drei Axen Hauptaxen der drei Körper. 

1) Die mit den Körpern fest verbundenen Coordinatenaxen seien 


für den Körper A die Axe O3, und zwei darauf senkrechte O%,. 0%; 


> - BB»... ui —- -_ -_ OH,. 0Z, 
er - Er »- &- - - - OY., OA, 


Die hierauf bezüglichen Coordinaten eines Punktes 


des Körpers A seien 15, 9» 3; 


(1.) " x B 24 S;» 13» Cz 
- gr GG - zu Y3a %3 


Dieselben sind von der Zeit vollkommen unabhängig. Die Körper mögen, um 
26 * 
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die Betrachtung anschaulich zu machen, zuerst so gestellt sein, dafs O%;,, O5;, 
OA, zusammen in die Ebene des Meridians nach Süden hin, 03;,, OZ,, O2; 
in den von O aus nach dem Mittelpunkt der Erde gerichteten Theil der Verli- 
calen, O%),, OH,, OY, senkrecht dagegen in die Richtung nach Westen fallen. 

2) Man denke sich jetzt OZ, um einen Winkel w gegen den Meridian 
von Osten nach Westen (entgegengesetzt der täglichen Umdrehung), OX, um 
einen Winkel g von Westen nach Osten (im Sinne der Umdrehung) gedreht 
und zugleich OZ, um einen Winkel 9 von der Verticalen entfernt, so dafs 
OX, sich über der Horizontalebene erhebt. Dann seien die Coordinaten eines 
Punktes der drei Körper bezogen auf die drei neuen mit der Zeit beweglichen 


Axensysteme, respeclive 
as Yıy 3a, 525 Mey bar Kay Nas ds 


und die Cosinus der Winkel, welche das neue System der OA,, OY,;, 0Z, 
mit dem alten macht bezüglich 


5 > 
ME Veen 
%, b5, 6; 
so dafs 
rn = 5+by: +02; 
(2.) ya = 20, +b,Yy3; +02; 





| 


Diese Cosinus drücken sich alsdann bekanntlich, wie folgt, aus 


‚= 0,20, +by;+62;5. 


2) 


a = c0s# sin ysinp-+ cosy cosy, % — C0SFCOSYSINP— SINWCOSY 
b, = cos#siny cosp — coswsing, b, = c0os#coswcosp-+ siny sing 
ce = sind sinw, C, = sind coswy 

4 = — sin’ sing 

b, = — sind cosp 

= c0%. 


Man erhält ähnliche Ausdrücke für 5, n,, &, wenn man in den neun Co- 
sinus den Winkel = setzt, da bei dem Körper ® keine Rotation um die 
neue Axe O5, stattfindet; ferner werden %, 9%, 3. erhalten, wenn und 
+0) gesetzt werden, da A nur um die Verticale sich dreht. Weil jedoch 
wegen der Menge der Buchstaben, die noch später eingeführt werden müssen, 
die Uebersicht sehr erschwert werden würde, so sollen die Werthe von 5, 
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n29 ©, Xa5 9a, j2 nicht hingeschrieben, sondern im Folgenden einfach aus denen 
für 23, Yı, 2%, abgeleitet werden. 


3) Man transformire jetzt die Coordinaten auf ein neues Axensystem. 
Die neue 2, Axe werde parallel der Erdaxe nach Süden hin gezählt, die 
Axe senkrecht darauf in der Ebene des Meridians von O aus in der Verlän- 
gerung des Radius des Breitenkreises, die y, Axe möge dieselbe wie die y; 
Axe sein. Bezeichnet man alsdann die geographische Breite mit b, so ist 


x, —= nsind —2,cosb 
(3.) ee Tr 
2, = 7,008b-+ 2,sind 


Substituirt man die Werthe von &;. Y:, %, in (3.), so ergiebt sich 


Er — a,23--d,y3 4 Cı 23 

(4.) jr 5 4,0, + by; + 0,2; 

2, man a,X,-;- b,y3+632;. 

wo 

a, = a, sinb—a, cosb = (cos#sinwsinb-+sin®#cosb)sing+ coswsinbcosp 
b, =b,sinb—b,cosb = (cosd sinwsinb+ sin$#cosb) cos p— cos wsinbsing 

ce, =, sinb—e,cosb = sin # sinwsinb—cosÜ#cosb 

a—A, = cosdcosysinp—sinwcosp 

(9.) eh = cos"coswcosp-+ sinwsing 


,=6, = sindcosw 

= a, cosb-+a,sinb = (cos#sin wcosb— sin sin b)sing-+ cosıycosbcos 
—=b, cosb-+b,sindb = (cosdsin wcosb— sin # sin b) cosp — cosıpcoshsin@ 
e,=t,cosd+e,sind = sin#sinwcosb-+cos#sinb. 


Die neun Cosinus @,, di, €, @, Ds, C3, Ay, d5, C,, Welche von den drei 
veränderlichen Winkeln 9, a, w und dem constanten 5 abhängen, mögen durch 
drei analoge Gröfsen 9,, 9, %, ausgedrückt werden, die die Lage der Kör- 
per gegen eine mit dem Erdäquator parallele Ebene und gegen die Erdaxe 
ganz ebenso bestimmen, wie die frühern 9, g, w, die Lage gegen den Hori- 
zont und die Verlicale angaben. Analytisch drückt sich dies durch folgende 
Gleichungen aus: 


a, = cosd, siny, sing, + C0SY,COSQp, 
6 = sind, siny, 
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(4, — 00854, cos WW, sin, — Sin, COS, 
b, = c0s 3, cos ıW, C0SYp, + sin, sin p, 
(6.) GC — sind, cosw, 
d,;, = — sin’, sing, 
b;, = — sind, cospı, 
6, == 0089,. 


Es kann kein Bedenken erregen, dafs bei der Gleichsetzung der Ausdrücke 
in (5.) und (6.) vier Gröfsen vermittelst neun Gleichungen durch drei neue 
ausgedrückt werden, zu deren Bestimmung schon drei Gleichungen genügten. 
Dafs ein Widerspruch dabei nicht auftreten kann, leuchtet aus der Natur der 
Sache ein, weil man sogleich die &,;. y;, 2; in die #,, Yı, 2, hälte trans- 
formiren können und die Wahl der Coordinatenebenen bei vollkommen freier 
Bewegung des Körpers & willkürlich bleibt. Die Richtigkeit läfst sich aber 
auch abgesehen von aller geometrischen Bedeutung analytisch nachweisen. 


Ä Zu dem Ende construire man ein sphärisches Dreieck, 
IHN 


’ dessen Seiten 9, %,. 90’—Ö5 sind. In ihm werden die ge- 

". 2 genüberliegenden Winkel nach der Vergleichung der Glei- 

\r chungen (5.) und (6.) respective 90’ —ıy,, 90’—ıy, —Yı 

| sein. Das Dreieck drückt die Abhängigkeit der in Be- 

tracht kommenden Gröfsen vollständig aus, und gewährt 

k a \  grofsen Vortheil bei der Rechnung. Man kann nämlich 

N. CE er statt der sechs ersten in (5.) und (6.) gegebenen Re- 

% T—————  Jationen die folgenden einführen: 
für a, und 5: cos#sinwcosd — sind#sind = — sin’, cos(p — 9,) 
cos ır cosd — sind, sin(p—Y}). 
für «, und 5,: cos4#cosw — cos4,cosW, cos (pP — Y,) — sinw, sin(p — ı) 


sin —= c0s4, cos, sin(p— Yı) + sinw, cos(p — 1), 


für a, und 5,: cos$sinwsind—sindcosb 


\ 


cos 3, sin, cos(p — P,)—- cosw, sin(p — Qı) 

cos y sind = — 0054, sin, sin (pP — 1) + 08 w, cos(P — Yı), 
welche sämmtlich durch Formeln, die für das sphärische Dreieck gelten, und 
mit Hülfe einiger Hülfslinien nachgewiesen werden können. 


4) Man nehme jetzt noch die letzte Transformation vor. Der An- 
fangspunkt der Coordinaten werde in den Mittelpunkt der Erde verlegt, die 
Axe der z,, welche an der Rotation der Erde Theil nimmt, möge nach der 
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Zeit £ sich um einen Winkel 7 von einer im Weltenraume als unveränderlich 
angenommenen Ebene in der Richtung von Westen nach Osten entfernt haben. 
Die neuen Coordinatenebenen sind jetzt der Erdäquator, die eben genannte 
und eine darauf senkrechte Ebene. Die positiven z mögen jelzt nach Nor- 
den hin gezählt werden. Die Abstände des Punktes O0 von den drei festen 
Ebenen seien «,, d,, ec, und o der Erdradius. Dann hat man: 


y — Ay 7,0082 — yısiny 

u — | . A N p} A 

(7.) j? — 9, 7,5iny- YıC0S% 
\* = 0,7%; 

wo a,—=ocoszcosb, b,— osinycosb, c, — osinb. 


Hätte man unmittelbar das System der x,, y;, 2, Axen in das der 
x, y, &, transformirt, so wäre folgende Transformation gefunden worden, 
durch welche die Lage eines Punktes der drei Körper gegen drei im Welten- 
raume unveränderliche Axen bestimmt wird: 


Clin, 4,+42,—+ by; c2, 
ET ER | ER | 4 ] I 
(5.) ? br aa; by, c'2; 
| m 3 2; 
> = C, na 2,—b Yz, rec ya 
wo dann 
| a— 4,0054 —asinf, AdA—Asiny—q,c00s%, da'— —a, 
(9) b=b,cosy—bsingy b—bsiny+bcozy, I"'— —b, 
A 2 \ ER . A | A n PIERRE 


erhalten worden wäre. 
Es sei die gleichmäfsige Winkelgeschwindigkeit der Erde = w, so wird: 
x = wı. 
Ganz entsprechende Ausdrücke erhält man für 5, 7, &, x, 9, 3, wenn man 
bezüglich 9= 0, und 9=0, =, setzt. 


8.2. 


Bestimmung der halben Summe der lebendigen Kraft. 


Nach diesen Praeliminarien sollen nun die Differenzialgleichungen der 
Bewegung aufgestellt werden, und zwar zunächst mit der Annahme, dafs 
beschleunigende Kräfte auf die Körper wirken. Seien also Ä\, Y, Z, 5, H, Z, 
&%, 9), 3 die Componenten einer beschleunigenden Kraft, die bezüglich die Ele- 
mente dm des Körpers &, dw des Körpers B, dm des Körpers W sollieitiren. 
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In allen Fällen, die mit dem vorliegenden Probleme Aehnlichkeit haben, 
ist es am sichersten, wenn man von der Lagrange'schen Form der Diffe- 
renzialgleichungen Gebrauch macht. Wiewohl die Methode durchaus nicht die 
kürzeste und anschaulichste ist. so bleibt man beim Befolgen derselben am 
meisten vor Irrthümern bewahrt, weil dieselbe keine Betrachtung der statt- 
habenden Bewegung. Zerlegung von Kräften und Geschwindigkeiten etc. er- 
fordert. sondern einfach durch Rechnung zum Ziele führt. Sollte voraus- 
sichtlich die endliche Integration nicht gelingen, so ist es vortheilhaft, die 
Jacobi - Hamilton'sche Form zu gebrauchen (wie dies vom Professor Prrchelot 
und Dr. Dumas geschehen). weil sie die beste Form der Störungsgleichungen 
liefert. Im vorliegenden Falle gelingt aber die Integration vollkommen. Das 
Lagrange'sche Theorem lautet: 

„Man drücke sämmtliche Coordinaten des körperlichen Systems durch 
„Gröfsen aus. welche die Bedingungsgleichungen identisch erfüllen, oder (was 
„genauer auf alle Fälle pafst) man drücke sie durch andere vollständig von 
„einander unabhängige Variable aus, die mithin auf die möglichst kleinste 
„Anzahl gebracht, und von denen die Lage des Systems im Raume abhängt. 
„(Solche sind in unserem Falle die Winkel 9, g, w oder 9,, Y,, %,). Diese 
„Variabeln substituire man in den Ausdruck für die halbe Summe der leben- 
„digen Kraft 





vn, rer 
E si 1 xm( - - ;h 


de? ! dr | at 
„wo die Summe auf alle Punkte des Systems ausgedehnt wird. T wird 
h nn tal’, cp aw 
„dann die Gröfsen 9, , w, 4, =), IF. ah w' enthalten. Be- 
5 


„zeichnet man nun die Kräftefunction mit VW, so dafs 
dV —= Em(Adx + Ydy- Zdz), 


„Wo X, y, 2, ebenfalls durch 9, g, w, ersetzt sind, so sind 











n eT 

die org “ 

ou FR oT BB oV Fe 
dt ou : 7 A 
oT 

d. — ji u 

ee 0 
dit op, Ya 

d. ZA r 
ov _0oT 0 0 
dt ow, av, eo. 


„die Differenzialgleichungen des Problems. 
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Nun wird zwar in dem Beweise von Lagrange (Mecanique analylique 11. 
section IV) angenommen, dafs die x, y, x aufser den unabhängigen Variabeln 
I, 1, %, die Zeit £ möcht explieite enthalten, was im vorliegenden Falle 
nicht palst, weil in x, y, $ der Winkel y == wt vorkommt. Da aber Vieitle 
(Cours complementaire d’Analyse et de Mecanique rationnelle) nachgewiesen 
hat, dafs die aufgestellten Differenzialgleichungen auch in diesem Ausnahmedfalle 
gelten, so kann hier unbedenklich davon Gebrauch gemacht werden. 

Die halbe Summe der lebendigen Kraft wird hier, wo drei körperliche 
Systeme in die Betrachtung er die Form haben: 


au da "r dy? ı d: fi d&? dm’ 3; 
(11.) om I dt | di a) dm - 2 (Fr I! Ad du 
af a, 
| / art ap )dm. 


wo die dreifache Integration sich auf alle materielle Punkte erstreckt. Aus 
(8.) folgt, weil 2,, Y3, 23, 53» 73% Cs Ya, 95. 3; von der Zeit unabhängig sind. 














ee... A “ da , , db , _ de 

da a aa Im Ta 

a dy db, da, de' 
1) Ka atratratee 
dz de, - da , , di" _ de" 

KT ma TrHTIHTTT 


de dn d 


ar’ dt’ dt 

Man erhebe jetzt ins Quadrat, addire und nehme das Integral. Be- 

denkt man. dafs die Integrale [a,y; dn, [2; x, dm, Sr; 2;dm .. . etc. ver- 

schwinden, weil die Axen der x;,,. y;, 2, etc. Hauptaxen in Bezug auf den 
de, 


Punkt © sind, und dafs —. =®— ist, so wird erhalten: 


SCH 4 Man En 
Pan A) foren 
a aan a 4 am 
He fand 


Die Integrale Ja, dm etc. drücken die Coordinaten des Schwerpunktis multi- 


nebst ähnlichen Formeln für etc. 
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0 N 


0 
plieirt mit der Masse des Körpers aus. Bezeichnet man sie also mit 25, Y3, 25, 


. 0 ’ 0 S 0 L 
so wird I; dın — Mi; , /r dın = My,, /z;dm = Mz;. Die Summe, in 


u 


welcher die drei Integrale / ri. dm, I: din, fz;dım vorkommen, läfst sich auf 
elegante Weise durch drei neue Gröfsen p, g, r ausdrücken, wie dies von 
Prof. Richelot in seiner Abhandlung: „Ueber das Problem der Rotation eines 
festen Körpers, auf welchen beliebige Kräfte wirken“, geschehen ist. Es 





sei nehmlich: 








‚db vd m db" _ € de , y' de! Fa de'\ . 
Be: Fu Dee Si Sie 7 u 
de r de' . de" = c' da' | R7] da! wa 
a) tt bat ate mt 
da da! da’ db , db | db!" 
Lee CH EU Br A —) 4. 
ö dt £ dt 6 di («a #! "A ’ dt e 


Bezeichnet man ferner mit A, B, C die drei Trägheitsmomente des Körpers & 
in Bezug auf die durch den Punkt O gehenden Axen, so dals 


am y+s,)—= 4 


fm 3+25)=B 
fi dm(3 +7,53) = 6, 


so wird: 


2. 7 da, da | 
(14.) T= 3(Ap+-Bg + Cr‘) taz Id di 





db, E)z, A Be" db , db, db 
aaa dr 


da, de , db, de\?\,; 1,5 Ä 

—— 12 — )2,}-+ 4 Mo’ cos’dw’-+ einem ähnlich US- 

(7 di ' di e + BE Sue L P en Aus 
drucke in Bezug auf die Körper A und ®B. 


Die Gröfse 4(Ap 4 By --Ur’)-- »-» wird für die Behandlung des Fowcault- 
schen iyeemng allein mafsgebend sein. Die Summe der beiden letzten Glieder 
von T', von denen das erste von den Coordinaten des Schwerpunkts abhängt 
und das letzte keine der unabhängigen Variablen enthält, bezeichne man des- 


halb kurz mit F', so dafs 
Um nun die nothwendigen Differentiationen auszuführen, müssen die Gröfsen 
pP, r nach 9, pi, 9,» Pı differenziirt werden. Sie drücken die rechtwink- 


liven Seitengeschwindigkeiten der Geschwindigkeit der Umdrehung um die 
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Axen Or,, Oy;,. Oz, aus. Zerlegen wir sie der Bequemlichkeit der Rechnung 
wegen in die analogen Gröfsen der Umdrehung um die Axen Or, Ov, Oz, 
Or,. Oy,. Oz, und führen die Rechnung ganz allgemein aus, weil mehrere 
specielle Fälle später gebraucht werden. Es sei also 


i ip | Iy. ) ly ! 
(= (b, de ıp h, de, IB de, —e)— Pi» —(ß ayı +4 9, -| AL): pi. 

















"ir 7 dt di di 
16.) _ (el — A N 
) (c dt r. dt 63 er Yı> (7 tt A mi 7: 2) 1: 
2 = J ‚a dB, | dA, d ni u 


wo a, 5, y die Coefficienten der Substitution (7.) sind 


| &, = 608%, 0, — SINZ, a, == VO 
(17.) PA, = —sinz, Pr = 008%; I, = 0 
| Yı=V\,. y; —=UQ, ’&ussı —1 


' 


Die a, b, c, a,b’, c', a’, b’, ec’ würden sich in der allgemeineren Bezeich- 
nung von (9.), wie folgt, ausdrücken 
| A) Ar : ui (1) By 0) +) E . As 
ss 8 117 4,,+43Yı; b —ba,+b,Pı+byı, == Co, 65/917 G;Yı 
(18.) ( «a = (l,09o- F dl [> +43 73; b' = n+b,-+b;Y2; c u 602-6 + C3Y 
" | 


‚A —- d, U; E46 4; [33- | 4,7% 39 b"' — —b, 037 -b 5 [93 | -D;Y3, e— 65 +6ß5- 6;Y%;: 


durch Differenziation nach / wird nn 








A dp, dy, - DB de, 
Tr acer ar ar dr eher 
dd de, dB, | day; de, , „ de, de 
ru El a Ta Ta Ber 7 
Bo - de, | dp, ni) dy, de, , a de, |, _ de, 
Dr u cr er Bee ur 


Multiplieirt' man nun diese drei Gleichungen respective mit b,a,- 5A, --b,y,—=b, 
bob, ya 0, b,0;+b,,+-b;y;—=b", addirt, berücksichtigt die zwischen 
den a, b, c, «, P, y bestehenden Bedingungsgleichungen und die Gleichungen 
(13.) und (16.), so erhält man 


p = Pı+ (6 —b,c,)p, + (b,c, — dic; Ir G—b,c)ri. 
Es ist aber bekanntlich 


b,6; — b,6, —= b,c, —bh6; = M,, bo — bc =4;, 





so dafs sich der vorstehende Ausdruck umwandelt in: 
27 * 
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\” — mn +apı og -+-a,r,. und analog 
(19.) y= +bıp +-b,q+b;r, 
am ev; + cp: + cd, + Gr, 


ein Resultat. welches man auch geometrisch hätte ableiten können, da die Zer- 
legung der Umdrehungsgeschwindigkeiten nach denselben Gesetzen wie die 
der Coordinalen geschieht. In Folge der Formeln (16.) und (17.) wird im 
speciellen Falle 


p, ==, g ==, „=, 


ferner ist 


pı — sing, sin I, — C0Sp, 4, 
(20.) (g = cosy,sind,y + sinp,d; 
rn, = — 008%, u - p, 
Daraus folet: 
(7 — Ma,» —= sing, sin I, (ı, — ww) — cosy, U 
(21.) 4 = +b,o —= c05Y,85nd, (ww, —w) + sinp 
(r = r,+060 = 054, (ww, — W) -1- pi. 


Demnach erhält man für die lebendige Kraft: 

(22) 2T = Alsiny, sind, (w —®) — c08Y, 9) 
-B (cos y, sin I, (y, — ©) + sing, I) + Clyı — cos9, (vw, — ww) + F-+ete.... 
Es müssen nun noch die Theile der Summe der lebendigen Kraft näher be- 
stimmt werden, die von den Körpern A und ® herrühren. Der von B her- 
rührende Theil wird erhalten. wenn 9=0 wird. Wäre man von der Sub- 
stitution (2.) sogleich in (8.) übergegangen, so hälle man setzen müssen 


r= +9,94 Pıyıt Yı2: 
y= b,- + yı ty 
seo Hs nA By typ, 
wo 
|“ — cosy sind, , — siny sind, 4 = — cosb 
(23.) P, = — sing, Pr = 005%, B, = 0 
|, — —cosycosdb, = —sinygcosdb, == —sind. 


Benutzt man nun die Zerlegung in (16.) und (19.),. so hat man durchweg 
für die lateinischen Buchstaben «,, d,. c, die deutschen a,. b,. c, etc. zu 


setzen, und eine leichte Rechnung ergiebt 
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p = sing sin Ip" — c0spI" -- (a,cosb- a,sindb)w 
(24.) y = cospsindy' + sing -+-(b,cosb-+-b;sin b)w 
r — — cos’ + g'-+-(c,cosdb -- c, sin bi. 
Aus der Vergleichung von (24.) und (21.) folgt 
sing, sin’, w, — c08sp, 4, = sinysinFy — cosyF 
(25.) cos, sin’, , —+- sin 99 — cospsind -- sing 
— cos 4,1, - -pı = — cos) wg. 


Da bei dem Verschwinden von y, wie vw ihren allgemeinen Werth behalten, 
so wird dies bei 9%, und , ebenfalls der Fall sein, weil sie nur Functionen 
von $ und ı sind. , wird dagegen einen Werth y, annehmen. der eine 
Function von 9, und , sein wird. 

Durch Elimination von ı' aus den Gleichungen: 


cos p, sin I, -| | sing, = sind 
— 0084), vg! — —cosıWy, 
wird , als Function von w, und 9, dargestelll. Verbindet man damit die 
Relationen,. die sich aus dem sphärischen Dreiecke ergeben: 








ee cosb cos, be sinbsin# + cosb cos", sin ı, 
Zu sinp = — ’ COS, = —— — 
(26.) / sind f sin’ 
c0osF — cos’, sinb — sind, cosb sin ıw,. 


so kann man leicht p, g, r, die analogen Gröfsen von p, 9, r für den Kör- 
per B in Functionen von 9,, w,. 9, w, ausdrücken und findet: 




















p = sin sind, (W, — ©) — cosyı 9, 
Mana cosbcoswy, sin #, (w' —ıw) a sinbsin®# +cosbcos#, sin vg 
sin’ sind 
g == 00859, 5ind,(w, — w)-- sing, 9 
(27.) sinbsind® +cosbcos#,sinw, , , ar cosb cosWw, a 
=== (un — w) sin, — F 
sin’ sind 


S1 
\ 


— 054, (y — Ww) g) 


cosb(sin’, sinw, sinb-+-cosıF$.cosb) %, cosb cosw, cos" 
( ‚Sin, sind+cos#, u ‚ cosbcosw, 9 —cosI (ww). 





sin? di, sin?.$ 


| 





Bei dem Körper U verschwindet 9 und % zugleich, also ist 


$ —— 90’ — 5, 9 —— 0. 
Y, | — 90°, 1% — 0, 
— {9 = My, p = -—W, 
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folelich F 
p — weosbcosw, 
Er wcosbsinw, 
r — wsind — uw, 


wo y und ı durch 9,. w,. 9, ) ausgedrückt werden müfste. Der voll- 
ständige Ausdruck für die lebendige Kraft wird also: 

) Y 9 2ı| 5 3 —, } v2 Y ur | De: sv” 
2T — Ap-Bg-- Or-+Ayp-Bg-+Cr+4A'"P-B'y+Cr + FH +F”. 
Die Kräftefunetion soll nur für den Fall aufgestellt werden, wenn die Schwere 
g wirkt. Dieselbe macht mit den Axen Winkel. deren Cosinus bezüglich 


r y % 





—,. -. — lc. 
0 0 [% 
sind. Also ist 
’ 4a , UV UT 
A Br 2 } | ee I - Y/ II 2. elc. . 
0 0 0 
folelich 
( j 
Id) nn 2 3 /am xdr - vdy 4 2dz rr eic. 
OÖ, 
1 ( f) ) > I\ 
V—= — 5 /dm x" -+-y"--2°)— elc.. 
2 DO. m 


und in Folge von (5.) und (6.) 


s 1 “ J 
V— — 1ı oM — (A B _ ( — 
UN + | ) 0 
d ( ) tz / ' m. E4 / ' u.r ) 
ra M I \ dd - ba Ce,d ) IL (a,b PT bb +c,h )Y3 Tr \ dc 7 be Fr CC )I3j + eic. 
Oo I I » j 


$. 3. 

Aufstellung der Differentialgleichungen in Bezug auf das Foucault’ sche 
Gyroscop und Integration derselben in dem Falle, wenn die Are der Scheibe 
vollkommen frei ist. 

Nachdem der Ausdruck der lebendigen Kraft in der gröfsten Allgemein- 
heit aufgestellt, soll jetzt bei der Bildung der Differenzialgleichungen nur der 
specielle Fall des Fowcault'schen Gyroscops in Betracht gezogen werden, 
weil die endliche Integration im allgemeinen Falle nicht gelingen würde. Mit 
Absicht ist aber die allgemeine Form bis hierher beibehalten, weil man von 
derselben interessante Anwendungen namentlich auf ein Pendel. welches um 
eine feste Axe unter dem Einflusse der Erdbewegung schwingt, machen 
kann, wie ich bei einer andern Gelegenheit zeigen werde. Die Bewegung 


der Erde macht nehmlich Correctionen der Uhren nöthig. 
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Das Gyroscop ist dem Einfluls der Schwere dadurch entzogen, dafs 
der Punkt @ der Schwerpunkt der drei Körper ist. Man hat also 


vu 0 0 1) 0 


B—=l0, y=(0, 2,0, 0), 0, 0 y—=0, 5 =0, ,—=0. 
Ferner sind die Körper Rotationskörper und zwar ist für den Körper & die 
Z, Axe, für den Körper B die #, Axe, für den Körper A die 2), Axe die 
Rotationsaxe. Folglich: 

A=Bb, B'—=Ü', Bau”, 
Die Grölsen F\ £”, F” redueiren sich auf die Constanten 4 Mo’w'cos’b, 
ıMo’w’cos’b, AM"g’w’cos’d; also gehen dieselben bei den Differenziationen 
aus den Gleichungen heraus. Ebenso redueirt sich die Kräftefunction V auf 
eine Constante. Man behält also für den zu differenziirenden Ausdruck: 


28) T=4l4pP-+f)+ Cr! [A'p- -Bq-+r r)\ NA'p- Big). 


2 


Nehmen wir ferner an, dafs die Ka der Ringe WA und gegen die Masse 
der Scheibe & zu vernachlässigen ist, so kann man A’—=0, B'—0, A'— 0, 
B’—=0 setzen. Die Beibehaltung dieser Gröfsen würde der Integration grofse 
Schwierigkeiten entgegensetzen,. weil die trigonometrischen Functionen des 
Winkels y,, die sonst ganz aus den Dillerentialgleichungen herausgehen, stehen 
blieben. Nur in dem Fall, wenn die Axe des Gyroskops nicht vertical, son- 
dern in die Richtung der Erdaxe gestellt ist, also 4— 90”, würde keine be- 
sondere Complication entstehen. Die Trägheitsmomente A’, B', C', 4", DB", 
C" können also hier mit in Rechnung gebracht, müssen aber in einem andern 
als dem genannten Falle weggelassen werden. 

Setzt man jelzt die Werthe von p, 9, r nach (21.) und (27.) ein, 
so wird 
(29) 2T = 4097 + sin’d,(w — 0) + C(yı — cos 9, wi — w))’ + A’ 

-- A Pe +(l'c0s’9, (vw — 0) + Cl" w — w)”. 








| IF — (4-4')9. m Cl — cosY,(w, — w)), 
7 — (A4-+B')sin’I,(w, — w) — C(y, — cos9, |, — w)) cos 4, 
(30.) 27 +C'c0s’9,(w —w)+C"(w — w), 
ir —(4-+B’— C')(w, — w)’ sind, cos, 
+ C(yı — 0059, (vw, — w)) (yı — w)sin‘#, . 
a N id 
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Die zu integrirenden Differentialgleichungen würden also sein: 
(A+4')9/ — (4A+B'— C)(vw, —w) sind, cos#, 
+ C(y, — c0s4,(w — w))(w, — w)sin 9, , 








SE ee BER 
d 


ir A--B’) sin’ 9, (w, — 0) — C(y, — cos9,(y, — w)) cos 4, 


+l' cos 9, — w)-- CC" —w)} = O0. 
Es ergeben sich sogleich die beiden Integrale 
(32) 91 - cos —w) =, 
(33.) (A-+-B’) sin’ 9, (vw, — wo) — U, c0s9,+ C’cos’I, (u —w)+Ü"Ww—w)=id, 


Um die Constanten /, und 4 zu bestimmen, sei im Anfange der Bewegung 
=, dd u u di, ern 
Dann wird 














(34 ) I, — N + WVCULSA 
a ,-+-Clheose = —wf(A+B'— C' )sita+l"+C"}. 
Aus (393.) folgt: 
vr ’ A l,+Cl, cos$, .4,-+Cl, cos#, 
(35.) vw = (A+B'— 0) sin?#,+0'+0" Ben N 
KR au (A+-B-O')(.4CL0059.)° . (LLC 
(36.) (A449 __(d+B u: /,cos#,) sind, 00:9, tee) 9. 


Die letzte Gleichung werde mit 2d9, multiplieirt und darauf die Integration 
ausgeführt: 





v 2 
Br ar An, 

wo 

’ (1,4 Cl, cosa,)® 


(A+B'— (')sin’« LE'Ler 





— 0/(A+B - C’)sia+-C'+C". 


Es folgt daraus: 
(38) dti—= y(AIM). yd+B'+O"—(A+ B— C')c0s?d,d9, 
| YL,cA+ B'+ 0"— (A+ B'— 0!) cos?F,)— (1,+ Cl, cos, )? 
1. Beschränken wir uns nun auf den Fall, wo die Trägheitsmomente 
der Ringe verschwinden, so hat man 
4sind, sine d$, 


di nn m ne = . 
Yi,+ Cl, cosa)’sin’d —(L,+Ül, cos#,)*sin’« 


























Zur bequemeren Integration sei w A’sin’« = ec. Dann ist das vollständige 


[> 
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Integral: 
A CL1,-+(C’N + e)cos# 
t = ——— APC C08 Lit ln > - + const. 
YOR-+e VveC’Ü+c—[1;) 
Die Constante verschwindet, wenn £ zu Anfang der Bewegung —- 0 ist. 


Nach Einsetzung des Werthes von £, ergiebt sich ferner: 


Öl +0@”A’sin’e) (cos #, — cos@)+wAsin’«(Awcos« — CL) 
l l ah ur \ 











40. lt — Arc cos hr | rate A 
ER) m!“ oAsin’a«a(wAcose— Ül,) 
wo 
, 1 Or a I = ORTE. Di 
m — — yÜl + w’A’sin’c. 
A 
Es sei 


(41.) mt = u, 


so folgt 
, 2(C1L— Awcose)wsin’« ., 
(42.) cos, — cosa = rn sin’ dw. 








Hieraus erhellet, dafs die Bewegung der Axe der Scheibe um die Parallele 
zur Erdaxe herum periodisch ist. Die Dauer dieser Periode ist 
2A 








(43.) T Ben ns > u 
YC’kn+wcose)’+ w’A’sin’«a 
# a 2nA 
oder annäherungsweise une ‚= 


Wenn n dasselbe Zeichen hat wie ®, d.h. wenn die Rotation der 
Scheibe (projieirt auf den Aequator) in derselben Richtung wie die Bewegung 
der Erde geschieht, so ist der Ausdruck auf der rechten Seite der Gleichung 
(42.) stets positiv, weil /, die Gröfse n enthält, welche die übrigen Glieder 
bei Weitem überwieg!; es folgt daraus, dafs 9, kleiner wie « sein muls; die 
Bewegung der positiven Richtung der OZ, Axe geschieht also um den nach 
Süden gerichteten Theil der Parallele zur Erdaxe; im entgegengesetzten Falle 
ist c0os4, — cose negativ, also 4, gröfser als @; die Oscillation geschieht also 
um den nördlichen Theil der gedachten Linie. 

Wenn @«=0 ist, so wird 4, ebenfalls —=0. Daraus folgert man: 
„Bei der Bewegung des Gyroscops im Zustande vollkommener Freiheit 
„ist die Axe der Scheibe nur dann im Gleichgewicht, wenn sie parallel 
„der Erda.xe steht. In jedem andern Halle findet eine Oscillation von 
„kurzer Dauer statt. 

2. Um den Winkel w, zu bestimmen, hat man die Gleichung (33.): 


+ Oloosd, _ a MH, 
(44.) Mm 0 r Asin’%, _ o+ 2AA— cos#,) 2All-+cos#,) 


Journal für Mathematik Bd. LIV. Heft 3. 28 
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Giebt man der Gleichung (42.) die Form: 





c0s4, — c085a@-+ gsin’e sin’ Lu, 
wo 
.. 2w(Ül — Aw cose) 
vn“ Am’? ' 
substituirt in (44.) und bedenkt, dafs dt — “ -, so ergiebt sich 














a nf. du 
Ber IT 2Am'. 1— cose— gsin’asin’4u a eat gsin’asin’4 u 


Die Ausführung der Integration liefert: 











- CL-+1, 1 S 
(45.) nd 2 Am’ ar ’ıa yi— 2ycos’ia z Pre 1 Be a a 2 
CL— 1, 1 





— i zu). 
2 Am'’cos’4a } 1+2gsin? ia ren tg(y 1-29 sin‘ zatg ) 








Es ist aber 

IC1L—Aw(1-+-cose)]’ 
A’m!'? 

[CL--Aw(1 — cos «)]? 
A’m'? 





1— 232g cos’4a — 








1--2gsin’4a — 


Für die Factoren vor dem Integralzeichen ergeben sich die Quadratwurzeln 
aus den reciproken Ausdrücken. Deshalb 
o (1 -C05@) 


RE C— 
(46.) v—wt--areig( ig} lu) —arctg 


= 








Cl +Aw(1— cosa), | 
(= Am’ tg4u)- 
Da arctgx — arcigy —= arcig — eiT= —, so wird 


— 2 1’wm'tg zu 
Am" + (Cl, — Aw cos a)’— A’w*\tg’4u 





(47.) [ig (y,—wl) zu 








Wäre 
ee) tape ige 
(48.) 
G1l,+4Aw(1—cose) Iglu — Igo 
Am! 2 ı 
gesetzt worden, so wäre 
yv, = w!-v—v.. 


Man sieht hieraus, dafs der Winkel w,, der in einer dem Erdäquator parallelen 
Ebene entgegengesetzt der täglichen Umdrehung gezählt wird, aus einem der 
Zeit proportionalen und einem periodischen Gliede besteht. Die Dauer der 


. , An . i i . 
Periode isi „sv Da v und v, nur wenig von einander verschieden sein 
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werden, so wird w, mit annähernder Genauigkeit die Drehung der Erde wäh- 
rend der Zeit # repräsentiren. 
3. Die Geschwindigkeit der Scheibe wird durch die Gleichung (32.) 


gegeben: 
p, = + c0osd9,(y — w). 
Eine leichte Zerlegung ergiebt: 
_  A—C \yı CI-+l, du af: du 
(49.) van zZ (nr weosa)t- 2 Am! 1— cos, 1 fr 1+cos$ 


Man hat demnach, wenn man ganz ebenso wie bei der Berechnung des Win- 








kels w, verfährt: 


























Rn: ’ ‚UL. — (1 Ss 
9 = — En +Wwcosa)l-; arctg(-. el igye) 
| Cl,+Aw(1— cose) 
wi: he Am! ig: u) y 
(50.) oder 
nl | 
9 = “(nt weose)t+e4+v 
' es C er 2(C1, — Awcosa) Am' tgau 
819 = (n- weosa)t, — Arm’— (CL, — Awcosa)’— A’o!tg’tu 


Der Winkel %, besteht also ebenfalls aus einem der Zeit proportionalen und 
einem periodischen Gliede. 
$. 4. 

Betrachtung des Falles, wenn der zweite Ring, der die Are der Scheibe trägt, in 
einer Ebene (gewöhnlich in dem Horizonte) fixirt wird, innerhalb derselben sich 
aber beliebig um eine relativ feste Axe drehen kann. 

Foucault betrachtet, wie in der Einleitung gesagt, die Componente 
der Bewegung der Axe in der festen Ebene des Horizontes besonders. In 
diesem Falle lassen sich die Trägheitsmomente der Ringe mit in Rechnung 
ziehen, indem man nicht nöthig hat auf die Winkel 9,, y,, w, zurückzugehen, 
sondern die Bewegung durch die Winkel 9, p, w, welche die Stellung gegen 
die feste Ebene, und den Winkel d, welcher die Lage dieser Ebene gegen 
die Erdaxe angiebt, ausdrücken kann. 

Für die Scheibe und den Ring B ist alsdann nach der Definitionin (1.) 
3 90", für den Ring A, 90. 

Man schliefst deshalb aus (24.) und (25.) 

p = sinpw' + w(cosw.cosgp cosb — sing sin b) 
q cospw'— w(cos ywsinp cosd-+-cosysind) 
r g— wsinwcosb 


\ 


\ 


28 * 
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p = wcoswcosb 

y = wW—wsinb / folgt aus den 3 ersten Gl., wenn 9=0 gesetzt wird 
r — wsinw cosb 

p = wcoswcosb 


4 = wsinwcosb nach (24.), indem I—=0, =0, 





= 

r = TI u sin b 

und bekommt für die Summe der lebendigen Kraft 

51.) 27T — Al(wW— wsinb)’ + w’ cos’w cos’ db)! +- C(p'-+wsinwcosb) 
 A’w” cos’ w cos’b + By" —w sin b)’ —- C’w’ sin’ cos’b 


4 Aw’ cos’ wcos’b + Bw’ sin’ w co®’b+C"(wW— wsinb)? | 
I 

oT / ’ a77; ’ . \ 
— — (4+4B’-C")(wW— wsinb) 


— — w(A-A-+-A"— C'—B") cos w sin w cos’ b 
+U(yp'-+-wsinwcosb)w cos w.cosb 


ar 
) 
2 





— — Ü(g--wsinwcosb) 
OY 
oT 
OG 
Man hätte #—CÜ', B"—= Ü" setzen können. Dadurch wird aber keine be- 
sondere Vereinfachung herbeigeführt und man hat durch die Beibehaltung 
beider Grölsen Gelegenheit Fehler in der Gestalt mit in Rechnung zu ziehen. 


Man folgert 


== 0), 





oT oT 
dee u R 
u 0 ow Dee oT 
di ’ dt Be 
und daraus: 
go-+-wsinwcosd—|1,, wo 4W=n-wsinw,cosb, 
(52.) Pr B-C")w' = —w* A444" —C'—B”) coswsinw cos?b 
+ Cl,wcosw cosb. 
Multiplieirt man mit 2d und integrirt, so wird 
(4 +B’+-C")v” —= — w(4A+4+414"— C'— B" sin’ w cos’b 


(93.) + 2C1, wsin cosb-+L,, 


| wo b=w'(4A+4+4'+4"— Ü'—B" )sin’ w,cos’?d — 2Cl, w sin w, cos b. 


Sei zur Abkürzung A+4'+-4"— C’—B" —=g. 
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Man kann 9 immer als positiv betrachten, da A die andern Gröfsen 
überwiegt. Aus (53.) folgt: 


(54) = y4-B+ C"/- en 


Y 2Ccı, © cosb(sin w — siny,) — yw’ °cos?b(sin' 9 — sin’, ) 











Wenn n dasselbe Zeichen hat wie w, so mufs, da die Gröfse Cl, die übrigen 
überwiegt, sin > sinw, oder w > w, sein, damit die Wurzelgröfse reell 
bleibe; im entgegengesetzten Falle ist , > w. 

a) Fall wenn n positiv ist. 


Sei 
(99.) a —sinyy—=f, wo f immer —>1, sinw=y. 
gwcosh Ä i | - 


Dann verwandelt sich (54.) in das elliptische Integral erster Gattung: 

















na RL dh | 
ra wÄ ‚w- No —Ndy— sinw,)(y+1) 
Hierbei ist der Anfangswerth von Z der Null gleich und das Zeichen der 
Wurzel positiv zu nehmen, weil mit wachsendem # auch das Integral wachsen 
mufs. Die vier Factoren sind so geordnet, dafs die Differenz zweier auf ein- 
ander folgenden Wurzeln des Ausdrucks 4“ Ordnung immer positiv ist. 
Um das Integral auf die Normalform zu bringen, wende man die Trans- 
formation erster Ordnung an, wie sie vom Prof. Rechelot im 34sten Bande 
dieses Journals angegeben worden. 


Sei also 





I A 5 2 1 is h(l—-s) 
y—siny, } 1-+sinw, T- sin, 1+s Br 44 
_— A+hsiny, + (1l—hsinip,)s 
1+h+-(i—h)s R 
































rn 1—k 
\1—KR 
ee er =. 
1+% u — 00s(Z yo. = h cos’ (= sy, . 
/A— sin w,) ’ m't 
so wird 




















ui ff‘ re os > Os if os BaEER K- Pr 
ı Yi—s’yi—h’s + Ns SS YA eylI—Rs ii, 


Nach der Jacobeschen Bezeichnung hat man 
s = sinamu' — sinam(u—K) 


(57.) u u + Asin w,)-+(1— hsiny,)sin am(u—K) 
. 1+h+(1—h)sinam (u—K) 
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Der sinyw ist also vermittelst der sehr convergirenden Reihen 4 und © ex- 
plieite durch die Zeit 2 ausgedrückt, siny ist eine periodische Function der 
Zeit; die Dauer der Periode ist 


sk 
58. ’IX es 
(99.) a m! 
Wenn y,== 90 ist, so bedeutet dies nach den Definitionen in (1.), dafs die 


Axe des Ringes B von Osten nach Westen gerichtet, folglich die Axe der 
Scheibe sich im Meridiane befinden mufs. Wenn %,== 90", so ist nach (57.) 
90°. Ist wu, = — 90", d. h. ist die Axe der Scheibe im Me- 
ridian,. erfolgt aber ihre Rotation entgegengesetzt der täglichen Umdrehung, 


0, k—=1. K=mx. Die Dauer der Oscillation 


ist dann unendlich, d. h. die Axe bewegt sich überhaupt nicht, ist aber im 


sinyv —=]1, w= 





nn 1 
so wird nach (56.) 13 
7: 


labilen Gleichgewicht, weil sie bei der geringsten Aenderung nicht in ihre 
frühere Lage zurückkehren. sondern sich sehr langsam gegen die stabile 
Gleichgewichtslage bewegen wird. Man hat also folgendes Theorem: 

„Wenn die Axe der Scheibe gezwungen ist, sich in dem Hori- 
„zonte oder in einer andern festen Ebene zu bewegen, so dafs der Ring 
„B sich in dieser Ebene drehen kann, so ist sie im relaliven Gleichge- 
„wichte, wenn sie sich in der Meridianebene befindet. Dasselbe kann 
„stabil oder labil sein. Ist die Stellung so beschaffen, dafs die Rotation 
„der Scheibe im Sinne der Erdbewegung erfolgt, so ist es stabil, im ent- 
„gegengesetzten Falle labil. Bei einer andern Lage oscillirt die Axe um 
„die stabile Gleichgewichtslage.” 

Da n schr grofs gegen w ist. so wird man, ohne einen merklichen 
Fehler zu begehen, das Quadrat »' vernachlässigen können. Die Rechnung 
vereinfacht sich alsdann und man erhält für die Gleichung (54.) 


'4\ pp „ 217 y 
(59) t= a ey 


Ip) Y » . / . ug 
eunwecosb . ysınw —sınw, 








J 
0 


Dies ist die Gleichung für die Bewegung eines mathematischen Pendels, bei 














! ’„ 
welchem die Schwerkraft dividirt durch die Länge — ei ini und 90°’— y 
2Unwcosb 
der Ausschlagswinkel ist. Man setze 
sinvy = 1— (1—sinw,)s‘, 
br > 2 A+b'+0" u “ RB 
Ben sin (7 zYu): 2Cnwcosb m’ wi, 


so wird 
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| m't Fi ; “= art 
(60.) Mnediriige 


\ 





| 





. [) 2) gt * ‘ > 
siny — 1— 2sin’ (= — Iyy,) sin’ am(K— u). 


Die Dauer einer Schwingung ist 
m —_ KK _ ei 


m! Unwcosb 





| 





Es verhalten sich also die Quadrate der Schwingungszeiten an verschie- 
denen Orten, ceteris paribus, umgekehrt wie die Cosinus der geographi- 
schen Breiten. 
b) Fall wenn n negativ ist. Dies erfordert, dafs sinw<Z sin, ist. 
Man setze: 





„ae A \ 
rsiny, = fh; sıny — Y, 














gwcosb 
so wird: 
' M] sinty, , 
(61) Bias 1 [ ;" I... Ä 
y ocosb. vr -Yor—siny)ytNrH+f) 


Die Factoren sind wieder so geordnet. dafs die Differenz der aufeinander 
folgenden Wurzeln 1, siny,, —1, —fı stets positiv ist. 





























Es sei 
sinwy—siny _ _/A—siny, „/ftsinw, 1—s, __ h 1— s, 
sinwy+H 4 2 Hl 145 'A+s 
- a (sinap, —h,)+(sinyw,+h,)s, 
Be 1+h+i—h)s, : 
ik, 4. 
IE oe u; 
.__ ,/A+sinp)\(h+Dg ir 
, ==:T AHBLONK wcosd, wm Z 
Dann wird 
s, = sinam(K,— u,) 
(62.) (siny,—h,)+(sinyw,+A,)sinam(K,—u,). 





sinvw — 
y 1A, th )sinam(K —u,) 


Die Dauer der Periode ist 


ne, 
m, 
Wenn y,= — 90’, so wird siny nach (62.) = —1, also y—= — 90". Die 


Ruhelage findet also auch hier Statt, wenn die Axe der Scheibe sich im 
Meridiane befindet. Dadurch aber, dafs der Winkel = — 90" sein mufs, 
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muls die Axe der Scheibe, die anfänglich eine der Erdbewegung enigegen- 





gesetzte Rölation halte, so gedreht sein, dafs die beiden Rotationen in dem- 
selben Sinne geschehen. In diesem Falle ist das Gleichgewicht stabil. Ist 
v,—=W'. so wird A,=1, K,—=x, und bedingt also das labile Gleichge- 
wicht. Fafst man die Fälle a) und b) zusammen, so ergiebt sich, dafs sich 
die Axe der Scheibe gegen den Meridian bewegt und zwar so, dafs sie in 
demselben Sinne wie die Erde rotirt. 

Vernachlässigt man w°’ auch in diesem Falle, so wird 


’ A4+b'+60" Fi dv 
2Unwcosb. Ysinw, — sin y 


U 














Zur Transformation ist zu setzen 


sin vv — (1- 


JT 
e) PEN BE in 1 
k, = 0 (4 Yy,) 


Der Modul ist also das Complement des frühern 


sinw,)s—1. 





.- ’ 2Cnwcosb 
(63.) , = | mi = U.. 


A +b'+ u" B 





Daraus schliefst man: 


siny — (1-+-siny,)sin’am(K,— u) —1. 





Die Periode der Oscillation bleibt dieselbe wie im Falle, wo n positiv ist. 
Bestimmung des Drehungswinkels der Scheibe g. 
Der Winkel ist durch die Gleichung (52.) gegeben 
g = ILt—wcosb/sinwdt oder 


g = nt — w cos bfisin v— sin) dt. 





Da u=KkK-u — —t ist, so folgt 
2 ! . s In ° 1+s 
di = En du‘, sin v — siny, — (1— sin Y,) Italia 


Man hat demnach 


i Bo . ini f. 1+5 
en Be m’ d+A+i—h)s du‘ 





Durch eine leichte Rechnung ergiebt sich 


fr I+-s u u 2h du! 
J1-h+l—hs Ah (1— h)? 14h 














TAT: 
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Fan Fa) 


” . ° 1 +h . ö 
Es sei ferner IT 4, 50 wird nach der Zerlegung. die Prof. Richelot 
im 34sten Bande dieses Journals ausgeführt hat: 
2 du! 1 | “ sin’am u “ sin am a dar 
69. F — — u 1 — / du wife — — 
Emung J/ a,+sinam «. u a,J a7 — sin”am u I as — sin’am u’ 


l 








Der leizte Theil ist durch einen Logarithmus integrirbar. Man setze 
1 


k”’sin’ama 





ad — sin’am(a--?K') — 


wo 2—y—1 und 


T 


/«) 


K' — J do 
I rang 


0 





so bekommt man: 


| du ; ksinam’a yr,,. 
(66.) / — u'ksinama-- — /I(u‘,a) 


a, —+-sin am u! cosama Jam 








| k sin’ama 4-+ksinam(K — a)sinam(k — w ) 


+ 


=; 00 . 
' RcosamaJama 7 A— ksinam(A —.u) sin am (K — u ) 








II(u‘,a) ist das von Jacob? eingeführte elliptische Integral 3'" Gattung. 
Nach einigen leichten Reductionen und nach Einführung der Transcendente © 
wird 





| 1 -+-sinam u Run 
ms N end du 











ba. eine AJama)a u AJama ” I(wW—.a) 
—_— -W — — 
u kcosama@a' Ahcosama > uw-+a) 
I Jama 1-+ksinam(K — a)sinam(K — ) 





—— [00 R 
4hk cosama 4 -— ksinam(K — a)sinam(K — uw) 
Daraus folgt: 


(68.) = nt—wcosb(1 — sin y,) [( — yh 





Ha _O9aGa+k) ) 

WIZ ykCall(a+k)/ 

1. 9K O(a+K) “ ee Eee ee]. 
2m' HK H(a-+K) 5 G(kh+a+n)|9a+kh)Yu— H{a+K)Hu! 








Hiermit wäre der Winkel g explieite durch die Zeit miltelst sehr convergiren- 
der Reihen ausgedrückt. Er besteht aus einem der Zeit proportionalen und 
einem periodischen Gliede. Wenn n negaliv ist, so mufs man das Zeichen 
von » ändern, und den Modul 4, und die Amplitude «, für k und « sub- 
stituiren. 

Wenn man w’ vernachlässigt, so kann man einen einfacheren und 
übersichtlicheren Ausdruck aufstellen. Man hat dann 

Journal für Mathematik Bd. LIV. Heft 3. 29 
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(9) p= nt—wcosb(i— sin y)fA — s’)dt 
(1— sin vi) /s’dw. 


Das Integral Jsin‘ amw'du', welches das eliplische Integral zweiter Gattung 


wcosb 





— nt— wcosb(i— sinw,)t-- 


“= 4' 
nach der Jacobischen Bezeichnung ausdrückt, wird = A ltr; yo Ge 


(Fundamenta. pag. 133 und 145), wo E’ das vollständige elliptische oh 
zweiter Gattung nach Legendre ist, d. h. 


7T 


E'— / dy.yYI—Rsin’g. 


0) 





Daraus folgt: 





K— m? , »cosb(i—siny,) O(K— u) 


T = S — Ni . 
(TV.) —— mn cosb( (1 sin 1 T°K mi OK.) 


$. 5. 
Behandlung des Falles, wenn der erste Ring A gegen die Erde fixirt ist, so dafs 
die Are von E sieh nur in einer dagegen senkrechten Ebene bewegen kann. 

Nachdem durch den in $. 4 beschriebenen Versuch die Lage des Meri- 
dians bestimmt worden, wird nach Foucault der erste Ring A in dem ersten 
Verticalkreise von West nach Ost festgestellt, um auch die zweite Componente 
besonders in Betracht zu ziehen. Fassen wir diesen Fall allgemeiner auf und 
nehmen an. dafs der Ring X stets einen Winkel w, mit der Meridianebene 
mache. Dann geht der Winkel w aus den Differentialgleichungen heraus. weil 
er aufhört variabel zu sein. Man hat also nach (24.) ff. 


p = —00syF 4,0 

y = sinyg#—b,w 

r = gp'- C,;W 

p = — 9 --wcosw,cosd 

= w(c03sF sin, cosd — sinFsind) — nu) 
Di w (sind sin y,cosd — cos#sind) —= wcosY, 


p, g, r werden constant, kommen also bei der Bildung der Gleichungen nicht 
in Betracht. 
Man erhält für den Ausdruck der lebendigen Kraft 


dcosı, 


2T = A| 3 — w 608 y,cosb)’— w" (a 78 


14 -C(gp'- —-- COS F) 


’ ’ dcos# A i 
- 4/9 — weosw,cosb) — Bw Sn 1) + C'w’ cos’ 4, 
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und ferner 
T m. 
ei — (4-44')(9 — wcosw,cosb) 
yp 2 Rn 
En — Ü(p--wcos#;) 
Rn Wi 
oT m aus "m d.cos#, d.cos# 
ne ie ei R% c Ai j rn 
37 w(A+B'— C')cosY;, rg + (p-+wcos4,)w I 
I 0 
op 
Daraus resultiren die Differentialgleichungen 
(A-- A’): gr 
u N a d.cos#, Bi 77 ‚ d.cos#, 
(72.) = ww” AB — cos, -C(y 0 C0s4,)Ww 13 


d.(g'+wcos#,) 


di => 





Die zweite liefert sogleich das Integral 
(3)  g-+wecosd, = 1. wo 4 = n-wcosa. 
Die erste, mit 2d‘ multiplieirt und integrirt, liefert 
(4A+4)9” — — w’(A+ B’— C)cos’9,+2C1,wc0s9,+1,, 
wo u, = — Ülwcose + w(A+B’— Ü')cos o. 





Daraus folgt: 
4) t= yAIS/- 
(74.) YArAf- 


Die Gröfse A--B’— C’ kann immer als positiv angesehen werden. 
Um die Variabeln 9 und 9, in eine zu vereinigen, sei 


dF 
[2C1 @(cos#, — cose) — w’(A+B'— (') (cos?F — cos a) 














sind —= deoso, tg0o — sinw,cotb, 
sinw,cosd — (sino, d — yYl—.cos’ı, cos’ b, 
also 
c0os4, — 005% sinb-+ sin sinw,cosb — Jcos($— 0) — (cose 
cost — c0854,sind-+ sin’, siny,cosd — dcos(9,— 0) — dcose, 
d$ — de 


de 














75) t= yAtA/- WO. Ä 
Br PR Y2Cl wö(cose— cose,) — @?ö°(A+ B'— Ü') (cos? — cos’ e,) 


Die Gleichung hat dieselbe Form, wie (54.); man kann deshalb ganz dasselbe 
Verfahren anwenden. 


29 * 
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a) Wenn n positiv ist, so muls cose > c08&, &< 8, F<%, Sein. 
Setzt man: 




















2cl, . 
wo (A+B'—C') 0 ) — 605 &, — ß 
A  e 1 1—-s _ his) 
coSEe—cosE, 1+cose, f—ecose, 145 145 
ö I—h A B'— I ( +1)(1— cos) 
(76.) Ik — hcos JE). m = wo | A / + 7, 0 a 
‚t ’ e 
um mM. “ — u—Ä, 
so wird: 
An I+hcose,)+(1— hcose,)sinam(u—K) 





I+-A+(1—h)sinam(u—K) 


Die Axe der Scheibe wird also Oseillationen vollführen. Um zu bestimmen. 

in Bezug auf welche Linie dieselben symmetrisch sind, soll die Gleichgewichts- 
lage gesucht werden. 

0 Wenn =0, so wird e=0, also == 0. Interpretiren 

/| wir dies Resultat geometrisch. Es sei O@ die Verticale, OE 

// \ die Parallele zur Erdaxe, OP die Gleichgewichtslage. Deshalb 


// EG — 0—b 

/ı] EGP — W'— y 

Ä | PG = 9, = 0. 
/ / In Folge der Relation siny,—=tgotgb (74.) muls EP@ — 90" 
uf / sein, also ist OP die Projeclion der Erdaxe auf die feste 


I}. —— g Ebene, in welcher die Axe der Scheibe sich zu bewegen 
p gezwungen ist. 

„Es kann also nur Gleichgewicht statt finden, wenn die A.xe der 
„Scheibe in die Projection der Erdaxe auf die genannte Ebene fällt. 
„Ist die feste Ebene die des Meridians, also w, — 9", so ruht die Axe, 
„wenn sie der Erdaxe parallel, ist sie der erste Vertical, so ıst die 
„Verticale die Linie des Gleichgewichts. Um dieselbe ist die Oscillation 








„symmetrisch. Es findet stabiles Gleichgewicht statt, wenn 9,= 0; labiles 
„WENN &, na, ,h—=n+0 st (denn alsdann wird K=x), d.h. wenn | 
„die Rotation im entgegengesetzten Sinne wie die der Erde erfolgt. Die 


’ } Bu 
„Dauer der ÖOscillation ist ur 
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Bei Vernachlässigung von w* hat man: 


A+A4 e% de 
EIITE, ycose— cose, 








= ‚/Ondo z 
Sei alsdann A = sin4e,, zn’ — 1 Az’ mt —= u, so ist 
je — 1—2sin’le,sin’am(K— u), 
(77.) ZT Ei 
| 0 57 
NW 


Die Schwingung ist dann die eines mathematischen Pendels. Die Quadrate 
der Schwingungszeiten in verschiedenen Breiten verhalten sich, ceteris paribus. 





umgekehrt wie die Gröfsen d = y1— cos’, cos’ b. 


b) n negativ. Es muls cos&, > cose, oder 4 > 9, sein. Die Axe 
schlägt also die entgegengesetzte Richtung von der in a) bestimmten ein, und 
durchläuft einen Kreisbogen, der den frühern zur vollen Peripherie ergänzt; 
s findet labiles Gleichgewicht statt, wo früher stabiles herrschte und umge- 
kehrt. Die Tendenz der Rotation ist ebenso wie in den vorigen Abschnitten. 


Um die Transformation auszuführen, setze man: 





























— 20, [f,+cose, 
oSAtB 07 ress—=fi, Amsin! 280) a a 
en 1—k, ; / f,—1 .„/4+B'—C' | /(f, ++ coss,) 
(5. — sinle,Y—4 m — / TE A Ah ee A 
ra 1+k, eg ft cose, ’ en wo] A+A' } h. 
m't > ’ 
> =u=K,—u, 
so wird 
- . / i En. 
08 — c05(9— 0) — (e0sE,—h,)+(cose,+h,)sinam(A,—u, ) 
1+h, I 1I— h)sinam(A,— u) 
(79.) gK 
| T — ti, 
m, 
Wird w° vernachlässigt, so ist zu setzen 
j Und ’ 
k, = cos 48%, m, _— | HAIE m;,t — U: 
Daraus folgt 
(50.) cose = c08s(#— 0) — 2cos’Le,sin’am(K, — u) —1. 


Die Dauer der Öscillation ist dieselbe wie in (77.). 
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Bestimmung von 9. 
Man hat 


81.) g' —= n— w(c0s I, — c0s@) = n— wÜ(CcoSE — C0SE,). 
1. | 
9 — nt— w/ [(cose — c08:,) dt. 
Es sei wieder wie in (65.) — (68.) 
1+h \ urr 1 
un u Zu. am(a:K’) — k sin ama 


Durch eine ähnliche Rechnung wie in $.4 folgert man dann 


Ha FR O'aQ(a-+K) ) 
Ja vkOaH(a-+K) 





(82.) go = nt — wo) (1 — co0S&,) |(1-4yR 


1 ®K O(a-+K) „9 K—a+tW|%a+K)9u+ H(a+K)Hu} 








 2m' Hk H(a+Kk) 08 O(k+a+u)|9a+K)Y9u— H(a+K)Hu) 


]- 


Die Gröfse 4, der Modul 4 und die Amplitude % sind die in (76.) bestimmten. 


Im Falle, wenn ©” vernachlässigt ist, und die Gröfsen k, A, 


(77.) genommen werden müssen, bestimmt sich 





‚Sin vi \  @0(1— cose,) (K—u) 
BB) 9 In w0(1 cos,) (1 BR en ar Bu) 


u von 


Wenn n negativ ist, so ist der entsprechende Modul und Amplitude zu nehmen. 

Man sieht also aus allen Fällen, dafs die Axe der Scheibe die Ten- 
denz zeigt sich der Erdaxe parallel zu stellen, und dafs sie, wenn sie durch 
die Bedingungen der Maschine daran gehindert wird, dieser Richtung möglichst 
nahe zu kommen strebt, indem sie sich so wendet, dafs. die Rotation der 
Scheibe im Sinne der täglichen Umdrehung erfolgt. Die Analysis bestätigt 


demnach die Experimente Fowcault’s vollständig. 


Lippstadt. im December 1856. 


























21. 


Über die Criterien des Maxımums und Minimums 


der einfachen Integrale. 
(Von Herrn Otto Hesse zu Heidelberg. ) 





Di. Criterien des Maximums und Minimums der einfachen Integrale, 
wie Jacob? dieselben in einem vom Jahre 1836 an die Akademie der Wissen- 
schaften zu Berlin und im 17ten Band dieses Journals p. 68 mitgetheilten 
Schreiben zu finden angiebt, sind seitdem der Gegenstand vielfacher und 
schöner Beweise geworden von Lebesgue und Delaunay in Liouville’s Jour- 
nal Tom. IV p. 17 und p. 209 a. 1841, von Bertrand Journal de l’ecole 
polytechnique a. 1841, von Frsenlohr in einer in Mannheim 1853 gedruckten 
Abhandlung. Spitzer verläfst den von Jacobi betretenen Weg in seiner mit 
ebenso grolser Geistesschärfe als Fleifs ausgearbeiteten und in den Sitzungs- 
berichten der Wiener Akademie 1854 p. 1014 mitgetheilten Abhandlung. Was 
auf dem ersieren Wege nicht so zu Tage tritt, die wahre Form, auf welche 
die zweite Variation zurückzuführen ist, ergiebt sich auf dem anderen, so zu 
sagen, von selbst. Dagegen macht die nöthige Beschränkung der in diese 
Form eingehenden willkürlichen Constanten, in dem allgemeinen Falle wenig- 
stens, unüberwindliche Schwierigkeiten, welche der von Jacobi eingeschlagene 
Weg ganz vermeidet. 

In der folgenden Abhandlung habe ich erstens versucht die eigentliche 
Quelle aufzudecken, aus der Jacobe seine Resultate schöpfte, und zweitens 
die Jacobische Transformation der zweiten Variation auf die Spilzersche 
Form zurückgeführt. Zur Erreichung des ersten Zweckes dienen die Eigen- 
schaften der homogenen Functionen zweiter Ordnung. Die Theorie der Deter- 
minanten bildet die Brücke, welche die Jacobische Transformation der zweiten 
Variation mit der Spefzerschen verbindet. 


1. 
Es ist die Aufgabe der Variations-Rechnung, y als Funktion von & 
der Gestalt zu bestimmen, dafs ein Integralausdruck von der Form: 


b 
(1) 4 ie l(2,y,y,..y"”)dxe 
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_ 


in welchem man f(z,y,Yy',...y'”’) als eine gegebene Function, sowohl der 
unabhängigen Variabeln ©, als der zu bestimmenden Function y und ihrer 
Differentialquotienten y’, ... y'”’ zu betrachten hat, ein Maximum oder ein Mi- 


nimum werde. 

Fagrange giebt in dem 12ten Capitel seiner „Theorie des fonctions 
analvtiques” folgenden Weg an zur Lösung des Problems. 

Man denke sich v als Function von x den Bedingungen der Aufgabe 
gemäls bestimmt. Unter dieser Voraussetzung mufs für y eine jede andere, 
von ihr unendlich wenig verschiedene Function von x gesetzt den obigen In- 
tegralausdruck verkleinern im Falle des Maximums, oder vergröfsern im Falle 
des Minimums. Jede beliebige, unendlich wenig von der Function y ver- 
schiedene Function kann man sich aber unter der Form vorstellen y--z, wo 
© das Product ist aus einer unendlich kleinen baid positiven, bald negativen 
Grölse & und einer beliebigen Funclion von &, welche der einzigen Bedingung 
unterworfen ist, zwischen und in den Grenzen der Integration nicht unendlich 
zu werden. 

Setzt man also y--x für y also auch y’+2’ für y’ etc. und eni- 
wickelt den auf diese Weise geänderten Integralausdruck 7 nach aufsteigenden 
Potenzen der unendlich kleinen Gröfse &, indem man die unter dem Integral- 
zeichen stehende Function f nach der Aenderung nach dem Taylorschen 
Satze entwickelt; so wird der von & unabhängige Term der Entwickelung der 
obige Integralausdruck 4 selber. 

Die Summe der Terme der ersten Ordnung, das sind die mit der er- 
sten Potenz von & mulliplieirten Terme, welche man die erste Variation des 
gegebenen Integralausdrucks ./ nennt, läfst sich also darstellen: 


°h 
(2.) I, = / pdr, 





wenn man der Kürze wegen setzt — / — 4a, und: 
Fe | ! 
3.) 9 = w+a2— 4,2), 


während die Summe der Terme zweiter Ordnung, welche den Factor # ent- 


halten, die halbe zweite Variation des Integralausdruckes, die Gestalt annimmt: 


(4) 44, — \/yde, 


a 
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W „2 ABERFN d: 
enn a Apr und: 
(3.) 2Y = W324 2a,32 4 auzz + 20,_, 2" Pa) 4a, 2a), 


Man hat daher den geänderten Integralausdruck 4 


ar *b y ” b + el) 
(6.) / ff y+23..y”+2")de = / (dr / pdx +/ vda- 


gleich einer nach aufsteigenden Polenzen der unendlich kleinen Gröfse & ge- 
ordneten Reihe. Der Werth dieser Reihe kann aber für alle unendlich klei- 
nen, bald positiven, bald negativen Werthe von & nicht entweder immer 
kleiner sein als ihr erstes Glied 4, oder auch nicht immer gröfser sein, wenn 
nicht das 2te Glied, die erste Variation, verschwindet. Da dasselbe auch noch 
zutreffen soll, welches auch die Function z sei, so mufs auch das doppelte 
3te Glied. die zweite Variation, ihr Vorzeichen nicht ändern. 

Die Function y, welche den Integralausdruck / zu einem Maximum 
oder Minimum macht, erfüllt also zwei Bedingungen. Sie macht die erste 
Variation 4, des Integralausdruckes ./ verschwinden und zugleich das Vor- 
zeichen der zweiten Variation 7, unveränderlich, welches auch die unbestimmte 
Function 2 sei. 

Aus der ersten Bedingung entspringt die Differentiaigleichung 2nter Ord- 
nung zwischen x und der zu bestimmenden Function y. Die Integration dieser 
Differentialgleichung führt 2» willkürliche Constanten mit sich. Um nun eine 
ganz bestimmte Aufgabe vor Augen zu haben, wollen wir annehmen, dafs 
für e=ua und 2e=b die gesuchte Function y und die n—1 ersten Diffe- 
rentialquotienten derselben gegebene Werthe annehmen, wodurch eben die 
Werthe der 2n Constanten der Integration sich bestimmen. Unter dieser An- 
nahme ist aber die Willkürlichkeit der Function & noch in der Weise zu be- 
schränken, dafs für z=u«a und für 2 = diese Function zugleich mit ihren 
n—1 ersten Differentialquotienten verschwindet. 

Die Willkürlichkeit der 2ten Variation beruht hiernach allein auf der 
unbestimmten Function 2. 

Man kann die zweite Variation auf die Form zurückführen: 


Z 
@) = / a, |m,z m 4m, 2 +2 dr. 


a 





In dieser Form erkennt man leicht die Criterien für die Unveränderlichkeit 
des Vorzeichens darin, dafs weder a, sein Vorzeichen innerhalb der Gren- 
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zen der Integration «a und Ö ändert. noch der Ausdruck unter dem Integral- 
zeichen innerhalb dieser Grenzen unendlich grofs wird. Denn wenn a, „in- 
nerhalb der Grenzen der Integration sein Vorzeichen ändert, so zeigt Lagranye 
am angeführten Orte. dafs durch passende Annahme von 2 auch die ganze 
zweite Variation bald positiv bald negativ gemacht werden kann. 

Wenn durch Integration der genannten Differentialgleichung der 2nten 
Ordnung die Function y mit ihren 2» willkürlichen Constanten gefunden ist, 
so bedarf es nunmehr keiner weiteren Integration, um die zweite Variation 
auf die Form (7.) zurückzuführen. Vielmehr ergeben sich die Integrale der 
linearen Differentialgleichungen, auf welche frühere Mathematiker das Problem 





zurückführten,. ganz von selber. Diese Entdeckung verdanken wir Jacob:. 
Es gehen. wie man sieht, in die vorliegende Untersuchung nur die 

beiden in Rücksicht auf 2, 2’, ... homogenen Funktionen und w ein, die 

erste vom ersten. die andere vom zweiten Grade. Wir wollen dieselben, als 


die Elemente der Untersuchung, einer ausführlichen Diskussion unterwerfen. 





‘> 


[oz 


Es sei ein Dilferenlialausdruck von der Form gegeben: 


(3.) f 2. 4,2 - a2 + 4,2" - dl, m), 


in welchem die Gröfsen « gegebene Functionen der unabhängigen Variable x 
bedeuten, x eine unbekannte Function dieser Variable, 2’, 2”, ... 2” die 
auf einander folgenden Differentialquotienten der unbekannten Function z. Ein 
beliebiges Glied der Reihe, woraus die Function g zusammengesetzt ist, kann 
man also darstellen: 

n da, "2 p p—ı)da 2 
1 dx ei d.x? 





ll ER \n ) (P)_ 
(9.) ü, z\ an: (—1) Ko u 


Setzt man in dieser Gleichung für » nach einander die Zahlen 0, 1, .... n 
und addirt. so erhält man folgende neue Form der Function g: 


(10.) = Az— dA | d u 5 A dr Anz 


dx | dx” f di” ° 





in welcher die Gröfsen A die Bedeutung haben: 


11) A=0-a+a—... (-IYaR), 





9 A SI_ \. P(p—1)...(pP—g+1) (D=9), 
0 ) r a 1) 1.2...q u 


Setzt man ferner: 
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dA 2 ‚d” Anz 
a = 4Ad,2 — —--.. (—-1” 
ss, dx | ee 
also gleich einem in Rücksicht auf z, 2’, ... 2” linearen Differentialaus- 


druck, in welchem der Differentialquotient 2" nicht vorkommt, so hat man: 


i ö dr 
(13.) p = A, — pi 


Diese Gleichung dient zur Transformation der ersten Variation /,, wenn y 
die Function (3.) bedeutet. Unter dieser Voraussetzung ist: 


*h u) 
A, = / yds == / A, de — |n]}. 


Da aber 2 mit seinen n—1 ersten Differentialquotienten für die Grenzen @ und 
b verschwindet, so verschwindet auch das letzte Glied der angegebenen Glei- 
chung und man hat: 


I, == "ade: 


Dieser Integralausdruck kann aber für jede beliebige Function z nicht ver- 
schwinden, wenn nicht A, verschwindet. A,=0 ist also die Bedingung für 
das Verschwinden der ersten Variation. Setzt man in dieser Gleichung für A, 
seinen Werth aus (11.) und ebenso die Werthe der Gröfsen 


of 

un A Zu .(P) 
G, Iy) f(y”) 
so erhält man die Gleichung: 


1) fin - ER LTND... LEN 


dr dx? dx” 


die Differentialgleichung der 2nten Ordnung, von welcher in dem vorhergehen- 
den Paragraphen die Rede war. Man mufs sich diese Differentialgleichung 
integrirt, oder y als Function von x mit den 2n willkürlichen Constanten dar- 
gestellt denken, wenn man sich an die Untersuchung der 2ten Variation machen 
will. Wir kehren jedoch nach dieser Nutzanwendung der Gleichung (13.) zu 
der angefangenen Untersuchung der Function  (8.) zurück. 

Es ist bekanntlich: 














dPapyz __ aP (1) p(p—I) ,r-9 ;n 
(15.) _———4 2477 a, Zt... 
Multiplicirt man diese Gleichung mit me und setzt: 
' . 2 2 d” G4n2% 
2). Beate Men 
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so erhält man, wenn man für p nach einander die Zahlen setzt 0, 1,... n 
und die Gleichungen addirt unter Berücksichtigung von (12.): 


D = A, >. 4, 4 A, 2" + un A,2). 


Den Differentialausdruck & in (16.) wollen wir das Complement des Diffe- 
rentialausdruckes p in (8.) nennen. Die letzte Gleichung giebt die Entwicklung 
des Gomplementes. Das Complement des Complementes: 


dAz , d’A2 „dr An2 


dr |! > 7 u a da" 





4,2 — 
. ı) w 


ist aber nach (10.) der Differentialausdruck Y, von dem wir ausgegangen 
sind. Demnach haben wir folgenden Satz (dieses Journal Bd. 32, p. 189): 
„Das Complement vom Complemente eines gegebenen linearen homogenen 
„Differentialausdruckes ist der gegebene Differentialausdruck selber. 
Um diesem Salze eine andere Fassung zu geben, wollen wir daran erinnern, 
dafs P=0 die Multiplicatorgleichung ist für die Differentialgleichung Y = 0. 
Umgekehrt ist auch 9—0 die Multiplieatorgleichung für die Differentialglei- 
chung P=0. Was wir so ausdrücken können: 
„Die Multiplicatorgleichung von der Multiplicatorgleichung einer gegebenen 
„linearen homogenen Differentialgleichung zwischen zwei Variabeln ist die 
„gegebene Differentialgleichung selber. 
Aus der Definition des Complementes folgt: 
„Dafls das Complement der Summe oder der Differenz mehrerer linearen 
„homogenen Dilferentialausdrücke gleich ist der Summe oder der Differenz 
„der Complemente dieser Differentialausdrücke; 
ein Satz, von dem in der folgenden Untersuchung Gebrauch gemacht wer- 
den soll. 

Wir wollen noch auf eine andere bemerkenswerthe Eigenschaft eines 
linearen homogenen Differentialausdruckes und seines Complementes aufmerksam 
machen. welcher wir folgenden Ausdruck geben: 

„Wenn g(z) einen linearen homogenen Differentialausdruck der unbe- 
„stimmten Function & und ihren Differentialquotienten 2’, 2”, ... 2” 
„bezeichnet, dagegen P(z) das Complement desselben und % eine belie- 


„bige andere unbestimmte Function, so ist die Differenz 
(17.) uya)—zP(u) 


„ein vollständiger Differentialquotient. 


Man überzeugt sich leicht von der Richtigkeit dieser Angabe, wenn man die 
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Bedingung der Integrabilität des genannten Ausdruckes aufstellt. welche von 
selber erfüllt wird. 
>. 

Unter den linearen homogenen Differentialausdrücken von der Form ($.) 
verdienen eine besondere Beachtung diejenigen, deren Complement ihnen 
gleich ist. 

„Das Complement eines linearen homogenen Differentialausdruckes von un- 

„gerader Ordnung kann niemals dem Differentialausdrucke selber gleich sein. 
weil der Coefficient von 2° in (8.) gleich «, und in der Entwickelung von 
(16.) (—1)"a, ist, Dagegen kann das Complement eines Differentialausdruckes 
von ungerader Ordnung wohl dem negativen Differentialausdrucke selber gleich 
sein. Doch auf die Untersuchung dieser Differentialausdrücke gehen wir nicht 
weiter ein. 

dP a,2'P) 


Es ist nr mi linearer homogener Differentialausdruck von der 


2pten Ordnung, dessen Complement ihm gleich ist. 
In der That, setzt man in (15.) 2’ statt x, so hat man: 





da?) mm, P a rt p(p—1) 2 .. ... 


dr? a 4, ” | 1 Pp Ni 1.2 p 


während man aus der Gleichung (9.) durch pmalige Differentiation erhält 











Pa „P) p (pP) - p+1l (pl), p+2? (pP). 
eh u np}? EIER A A ® , plp—!) d 4, und. 
dar e dar 1 dap+! a: dapt? 


Der rechte Theil dieser Gleichung ist aber nach der Definiton das Complemen! 
des rechten Theiles der vorhergehenden Gleichung. 
Hieraus geht nun mit Berücksichtigung des letzten Satzes in dem vor- 
hergehenden Paragraphen folgender allgemeine Satz hervor: 
„Das Complement eines jeden Differentialausdruckes von der Form: 


da,’ , d’a, x! dPa,2‘P) 
in IE. EEE 
dx ' de? d.ırP 
„ist dem Differentialausdrucke selber gleich. 
Dieses ist zugleich die allgemeinste Form eines linearen Differentialausdruckes 


von der 2pten Ordnung, welcher seinem Complemente gleich ist. Was wir 





„A =— W3— he (—1)P 


in Form eines Satzes so ausdrücken: 
„Jeder lineare homogene Differentialausdruck von der 2pten Ordnung, wel- 


„cher seinem Complemente gleich ist, läfst sich auf die Form zurückführen 
da,2' d’a, dP a, 2(P) 
Be und ..u. — p . 


„A = 4,3 — 
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Denn es sei: 


B Zumiss b.z —bz'- oo.» 62,2 P) 


ein Differentialausdruck von der genannten Eigenschaft. Da aber auch der 
Differentialausdruck A dieselbe Eigenschaft hat, so wird nach dem letzten 
Satze des vorhergehenden Paragraphen auch das Complement des Differential- 
ausdruckes B—A diesem Differentialausdrucke gleich sein. Der Differential- 
ausdruck 4 führt aber »—1 unbestimmte Functionen # mit sich. welche dazu 
verwendet werden können, in dem nach den Differentialquotienten von 2 ge- 
ordneten Ausdrucke B— 4A die Coefficienten der p+1 Differentialquotienten 
von gerader Ordnung verschwinden zu machen. Man hätte dann einen Dif- 
ferentialausdruck 3 — 4 von ungerader Ordnung, dessen Complement ihm gleich 
ist. Was aber nach dem ersten Satze dieses Paragraphen nicht Statt haben 
kann. Daher ist: A—A=0, oder 3 von der Form A. Hierdurch ist zu- 
oleich der Weg angedeutet, den gegebenen Differentialausdruck B auf die 
Form A zurückzuführen. 

Um dem Differentialausdrucke A eine andere Gestalt zu geben. wollen 
wir setzen: 

av = WEHT" mL"... 0,2. 
Alsdann wird 4A gleich: 
’ dy(z!) , d’wiz") dry (z(P)) 


u 2) — a w 2 ee (1 P re 
dr dr” \ ) dx? 


ein Ausdruck, welcher bekanntlich identisch verschwindei. wenn die Functio- 
nen «a der Art sind, dafs sie den Ausdruck w zu einem vollständigen Diffe- 
rentialquotienten machen (13. Cap. der Theorie des fonct.). Man kann daher 
für die Function w, die nur die Quadrate von 2 und ihrer Differentialquotienten 
enthält, auch eine andere Function des 2ten Grades in Rüeksicht auf 2, 2’, .... 








setzen, ohne dadurch diesen Ausdruck seinem Werthe nach zu ändern. wenn 
der Unterschied beider Functionen ein vollständiger Differentialquotient ist. 
Diese Bemerkuug führt zu dem allgemeineren Satze: 

„Wenn | 


zmI)a1n) 


j ‘ u 73 ’ I _ } 
„(18.) 2y = au22 + ?2a,22'+a,2'2' 4.0, , „22m -{a,, i 


„so ist das Complement des Differentialausdruckes: 


BL Te at na») 
ı 1 y.) pP ———— ur Zn d .. Ri d Y 2 — 00» (—1 )” = E 
} | dr" 








dr | dr? 
„diesem Ausdruck selber gleich. 
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Diesen Satz wird man zugleich mit dem folgenden bewiesen haben. der für 
die Transformation der 2ten Variation von besonderer Wichtigkeit ist: 

„Der Differentialausdruck: 

b2] 


} u 1 (2) d’ay'(zM) dr ay(zUV)) 
f a ' &) c Yv | ua Fa ei 
„(19.) 7 y (3) dx 4 dr“ \ 1 dr’ 


„lälst sich auf die Form zurückführen: 


I >! 2 Ba) 4 >(n) 
„(20.) A — A, ädei; AA, A d a, aus BR ' \n d A, B 


dr dx’ dr” 








Denn da das Complement von A nach dem Vorhergehenden gleich A ist. so 
wird, wenn ?=NU, auch das Complement von # gleich % sein. Der Beweis 
des letzten Satzes beruht aber darauf, dafs man einen vollständigen Dillerential- 


drt . ; . A 
quolienten ——— vom 2ten Grade in Rücksicht auf &, z’..., und von der nten 


Ordnung der Gestalt bestimmen kann. dafs die Produkte 32 aus der Summe 


= Pr (st . 7 P 92 . . nd 
(W 7) ganz herausgehen und nur die Quadrate (z)* übrig bleiben. Denn 





setzt man in 7 diese Summe für w, so bleibt der Ausdruck 7 seinem Werthe 
nach ungeändert, nimmt aber die Form X an. 


Der gesuchte Differentialausdruck x kann nur von der Form sein: 
an — bu22+2b,22'+b,2'2'4+.-- 2b,_,,_ 2 9a db a a 


| n—]l,n—1 * 


ı(n +1) 


fi 
Da derselbe aber 5 


j ’ a ’ u EV u. 
dieselben immer so bestimmen, dafs in dem Ausdrucke w —- — die Coefficien- 


da 
n(n-+1) > ia p7 / . . (z) >» o . 
ten der —— Produkte 2*2* verschwinden und nur die Quadrate (2'*)’ übrig 


bleiben, so dafs man hat: 


4 


unbestimmte Functionen 5 enthält. so lassen sich 





I ‘ f dr ) ) > >) | n)*® 
| (2i.) 2(w-+ — — WEHT HME?H HA," 


dx | 


Wenn man die Coefficienten der Peer? Produkte 2” 2” in dem Aus- 


‚ dan nn R on 
drucke ar verschwinden läfst. so erhält man ebenso viele Diflerential- 


gleichungen zwischen den als bekannt vorausgesetzten Functionen « und den 


nt | | 
a] ı zu bestimmenden Functionen d, von welchen die n--1 Functionen A 


abhängen. Auf diese Differentialgleichungen, welche die Functionen 5 ohne 
Iniegration ergeben, gehen wir nicht weiter ein, weil die Zurückführung der 
gegebenen Function 2w durch Hinzufügung eines vollständigen Differential- 
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quotienlen 7 auf die Form (21.) sich durch einfachere Operationen ermög- 
UX 


licht. die in den folgenden Paragraphen entwickelt werden sollen. 


N. 
Aufgabe. 
„Es ist gegeben eine homogene Function des 2ten Grades und der 


„alten Ordnung von der Form: 
) ‘ mM a Pa | »lr—1)> | 
„(18.) 2y = au22 + 24,122 +4,22 ++ -+2a,_,.2 "23" 0,23, 


„es soll dieselbe durch Hinzufügung eines vollständigen Differentialquo- 





’ dr >: ’ 
„ienlen 2 auf die Form gebracht werden: 


dı 
‚, da n v: n)? 
„(21.) 2 (w- 7)= WELTALL LAN. 





Da es Schwierigkeit macht eine Funclion x zu bestimmen der Gestalt, 


ın der Summe 2(W - 4 alle Produkte 22 zugleich verschwinden, so 


wollen wir eine Funetion ı suchen, welche in der angegebenen Summe die 


(n) ’„(n) „(n—1),(n) 


Produkte 22”, 22, ..., 2 2 verschwinden macht. Dieses wird er- 


reicht, indem wir setzen: 


. u ‚ da, .. 
Alsdann wird in der Summe 2(v+4 —e) der Coefficient von 2 gleich « 


27®)20°= verschwinden macht. Fahren wir in der beschriebenen Weise fort 
die Produkte verschwinden zu machen, so kommen wir, wenn wir setzen 


Function keine Integrationen verlangt, so rechtfertiget sich die in dem 
vorhergehenden Paragraphen gemachte Bemerkung, dafs die dort erwähnten 


Werthe der Funelionen W,. A,_,, ... erhält man hierdurch der Reihe nach: 


) (n—1) (n—1) 
Eu Ad,n—ı% )2 . 


‘ m } x PR | ® u 
IA, = (24,02 : 24,12 ee 24, n_22" | 


n,n 


und der Coefficient von 2" gleich u — 2a, ,_. Zu dieser 
| nn en dm 

Summe a + werden wir wieder einen Differenlialquotienten 2 — ad- 
R ax 
' | dr, > (n—1) I(n—1) 

diren, der i as Summe 2 Y +42 —— ) die Produkte 22"), 2/20, ,., 


7,7% +, sSchliefslich auf die Gleichung (21.). Da die Bildung der 


 Differentialgleichungen die Functionen 5 ohne Integration ergeben. Die 


| 


d, 


on 


a 


TV 4 
(22.) 1" „= An—1,.n—1 7 An ın-ı SM, mn 


| 
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Auf der andern Seite kann man aber auch eine Function 


‘ Bi. N . ‘ r nm 
an, Zu ua ein O8 1 -2a0u2' < 7 +» + ° 71 FR gen \g 


J 


N 


&% 


bestimmen der Art, dafs aus der Summe 2ı(y- = die Producte z2’,22",... z 


sämmtlich herausgehen. Dieses wird zutreffen, wenn man den Functionen « die 
Werthe zuertheilt: 


ER ' | „ / n—1l (n—1) 
Op = + Ay — Un 4 ne 1) ) O,n 
! n—?2 >) 
a + u / Tu .( 1) In 
n—J Pr 
on = tan (eh 
ee Fr Gon- 


a u; / dr, 
Der Coeflicient A, von 2° in der Summe 2(y + =) wird hiernach: 


(23.) A, — du a), 4-4) — 000° (— 1 )“ as 
während die Coefficienten d,,, 2012, 2b, --. 20, der Producte z2’2’, z’7”, 
z'’z'"’ die Werthe erhalten: 


bi: dı — Roy 


2b. a 2412 — 20 


DD, = 2a — nm 
2, = Mn; 
die übrigen Coefficienten aber dieselben wie in 2 bleiben. 
Auf dieselbe Weise wird man wieder eine Function: 


re: 2 ER NR 
an, = — (Pu? r 222 + on 2Pı,n—ı PAlı )2 





Tl; 7 
bestimmen können der Gestalt, dafs aus der Summe 2(v+7 + +) die 


rn 12 


Producte zz", z’z"’, ... z’2” herausgehen eic. Der Bo von 2 
wird hiernach: 


" n—1 . 
4 = bu— bı- - er (—1) b,, 
oder wenn man für die Functionen 5 ihre Werthe setzt: 
' „ a1 en 
4, — dn + a3 — '*" (—1) 
(n—2) 


— 2a, + 3a; — day (—1 Yin dy,r 


24) = 
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Mag man nun mit der Bildung der Function W,, W,_ı, ... oder mit der Bil- 
dung der Functionen U,, U,, ... den Anfang machen, das allgemeine Bildungs- 
gesetz derselben wird schwer zu erkennen sein. Dieses Bildungsgesetz wird 
sich aber herausstellen. wenn man untersucht, welche Terme zur Bildung der 














Functionen U, U, ... U, jedes einzelne Glied der Function hergiebt. 
Hierzu dient folgende Gleichung: 
(25.) 22) — (2 (Pl Pr >4 P ‚P—3 er 
| 2 1 
_PWe-H(pr—9) (frz (P—6) I 
3 > ug RE A 
ans ‚PP (p—g—| (P—4—?).. .(Pp — 29+1) (12 (p—-2g) 
dt q 1.2.3...(e—1) (2) ER 


in welcher die Bezeichnungen gebraucht sind: 





I \ 
e()) 
PR |. TORE d! 2 ä ER jr I AP (>f) £ TI dr ’’ 
7 der er a un ur Tr u, 
Km 2 
ar Ban ) 
(2 RT da’ 
darP=?29 
Es mufs noch bemerkt werden, dafs diese für 223” gegebene Reihe nicht 


ins Unbegrenzte fortläuft, sondern mit demjenigen Gliede abzubrechen ist, 
welches aufhört einen Sinn zu haben, das ist, wenn P—24 negativ wird. 


Man kann den Beweis dieser Entwicklung von 222(” in derselben 
Weise führen, wie man die allgemeine Gültigkeit solcher durch Induktion ge- 
fundenen Gleichungen darzuthun pflegt. Denn differenzirt man die Gleichung 
(25.). deren rechten Theil wir der Kürze wegen mit R bezeichnen, nach x, 
so erhält man: 


2xgz'rt) 1922'72'P-D — . 
I N N Ze 72 EEE dx 
woraus 
22237) — 2 
zZ 


Setzt man nun in (25.) 2’ für x und y—1 für p, so erhält man die Ent- 


> 


. * * dR [2 . 
wicklung von 22’2’P-", Die Differenz 75 ?? x” wird aber gerade die 


Reihe ergeben, die man aus (25.) erhält, wenn man p-1 für p setzt. 


Die Gleichung (25.) läfst sich noch dadurch verallgemeinern, dafs man 
20) setzt für 2, wodurch sie übergeht in: 
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Drlr)atr 2 fra? \(P) p nr a (p—?2) » (n—3 ine 
(26.) 220m = (er? (art I BIT (ara 2ye® 








2 1 
p (p—Y(p—5),, 7431.02, (P=6) 
u ; EEE 
PR ıP P-I-IP 9. (P—2+1) olr+g)\2 (p=2g) 
nr 1.2.3...) BE nn 


Hiernach wird irgend ein Glied der Function 2w in (18.) 
28, ,,„2 zer tP 


sich in mehrere Glieder zerlegen lassen von der Form: 
„(r+g)\2 (p—29) 
©. U, r+p (2° ' „) ) ’ 


wo Ü eine Constante bedeutet. Dieser Differentialausdruck ist aber nach 
(9.) gleich: 


p—2q (p-29) \2 drı 
(—1) Ca a, ‚r+p ia u = 


Vereiniget man wieder alle diese einzelnen Glieder, so wie auch die ver- 
schiedenen Functionen z zu einer einzigen, so erhält man: 


(27.) 2.a zN)a{r+P) 4 9. dr 








nr+p* dx 
(1. EL ar 
de a a ar era? 
(4 yore r (P— =. a ar) e30 Fa) 65 


Diese Reihe ist ebenfalls mit demjenigen Gliede abzubrechen, welches auf- 
hört eine Bedeutung zu haben, das ist, wenn p — 24 negativ wird. Sie führt 
durch Hinzufügung eines vollständigen Differentialquotienten ein beliebiges Glied 
der Function 2w, welches nicht schon die Form (21.) hat, auf diese Form 
zurück. Die Function 2w nimmt hiernach mit Hinzufügung eines passenden 
Differentialquotienten selbst die Form (21.) an und man erkennt das Gesetz 
nach welchem in der Gleichung (21.) die Functionen A aus den Coeificienten a 
der Function 2y und deren Differentialquotienten sich zusammensetzen. 


9. 


Den letzten Satz im 3ten Paragraphen können wir nunmehr auch so 
ausdrücken: , 
h E j dw (zZ!) An "ap/(2(”)) j 
„Der Differentialausdruck: F=w'(z) — 2 4... (—1) = bleibt 
31 * 
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„ungeändert, wenn man für die Function 2 setzt: 
„28.) ALU" +t.- HU,’ a. 
Denn nach (22.) ist A, a,, und die Ausdrücke der anderen Functionen A 
sind nach dem in dem vorhergehenden Paragraphen entwickelten Gesetze leicht 
aufzustellen. 

Mag man nun für 2w entweder den gegebenen Ausdruck (18.) wäh- 
len oder die durch Hinzufügung eines vollständigen Differentialquotienten zur 
segebenen Function 2 transformirte Function (28.), so entdeckt man leicht 
eine zweite merkwürdige Eigenschaft des Differentialausdruckes 7, die sich 
in Form eines Satzes also ausdrücken läfst: 


„Wenn die Function 2w der Variabeln 2, 2’, ... 2” durch die Sub- 


„stitulion 2 — u.2, übergeht in eine Function 2.w, der Variabeln z,. 
„Zir 2.+ 2) , so geht der Differentialausdruck: 
d av" (2’) e dr" a (21®)) 








. ! 
“3 nee a 
.- / u u ) \ 4 / % 


ee 


dx 


dx" 


„durch dieselbe Substitution über in: 


‘ ‘ n ‚r„en) 
_ 1 RER WE. dv), E°- 1) w(2, )1» 
rm de da" 
Die Function w der Yariabeln 2, 2’, ... 3 geht durch die Substitution: 
ss —' 42, 
’ ! N 4 
z — uz,Ftuz; 
( ‘ “ 
(29.) 2’ = uW"z,42usi tu, 
3 ‘ ‘ I ‘4 I (3) 
2) — u" 2, +3u'2, -+-Iu'2] + uz, 


Tr . 


in eine Function w, der Variabeln 2&,, 2}. 2] ... über. Differenzirt man nun 
die Function w unter dieser Hypothese nach den neuen Variabeln und setzt 
der Kürze wegen: 


d (0) 
BU le a 
dz, 
so erhält man: 
vw (2) = ua-+ua+ W"a,-+ u9)a,-+--- 
(2) = ua + Qua, +3uU"a, +.» 
Pan _ I ! 
(30.) Bi) ua, -- 3ula;, + .-- 


 /.(3 a 
w 2?) = ua,+:-: 
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Differenzirt man diese Gleichungen abwechselnd mit dem positiven und 
negaliven Zeichen genommen nach der unabhängigen Variabeln x, die zweile 
ein Mal, die dritte zwei Mal und so weiter und addirt die unter einander 
stehenden Glieder der rechten Theile aller Gleichungen. so wird das » | 1te 
Glied der Summe: 


ud p dur Da, , p(p—l) d’uPda, 
En dx | ns d.r? . 








ein Ausdruck, welcher aus (9.) hervorgeht, wenn man daselbst für «, setzi 
vn und für & selzt @,. Dieser Ausdruck wird also gleich: 


p.. dPw(zP)) 


\ )) r N 
(—1 j uU. a), = (— 1 ) 


dxP 





Es ist daher die Summe aller jener Gleichungen: 


n) 


BE H n f) ie 
\_ dw) | dry’ (2, ) 


31. w(2,) — —— I... (— 1, —2 
(‘ ) YııTı dx | \ ) da" 
\ du 3 f . d" (20) 
=—— u y'(z) en av) |; ,, 1 1. 
dx dr" 
Die Function 2ıy, ist in Rücksicht auf 2,. 8. .... von derselben Form, 


als die Function 2w in Rücksicht auf &, z', ..., aus welcher sie durch die 
genannten Substitutionen (29.) hervorgegangen. Die Coefficienten der Quadrate 
und Producte von 2&,, 2%, ... in ihr sind aber homogene Funclionen des zwei- 


' 


ten Grades von u, % .... und zwar ist der Coefficient von /z‘ ) gleich 
ua... Es hat demnach die Function 2w, die Form: 


‘ 1 ‘ 2 Ze) IV 
32) 2y = it daft Wan )- 


Aber auch die anderen Coefficienten 5 in dieser Function, welche den Index 0 
haben. sind leicht zu bestimmende Functionen von , u, .... In der That: 
differenzirt man die durch die Subslitulionen (29.) identische Gleichung y, = w 


nach 2,. so erhält man: 
v, (2) name uy(z)+uw(z') + ... uw(z"), 


’ \ 


ein Ausdruck, welcher ungeändert bleibt, wenn man % mit x vertauscht, wie folgt: 


va) = zw(u)+—ziy(W)4... 2NIwu”)). 
Es ist aber auch nach (32.) 
‘ ‘ (n) 
w(2ı) = dw3ı +5,12: tee: Du,n2ı 


Aus dem Vergleich dieser beiden durch die Substitutionen (29.) identischen 
Ausdrücke für w,(2,) ergiebt sich nun: 
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—— 
—— 


uw (u) + u (u) uw") + My ud) + .-- 


(x) 


I uva) + 2uy u )43u' wu) + -»- 
(33.) ba» zen uw(u") + 3u'w(u)) + RER 
5 = uy (ud) +... 


ein System von Gleichungen, welches analog den Gleichungen (30.) gebildet 
ist, und aus welchen durch eine gleiche Behandlung folgende der Gleichung (31.) 
entsprechende Gleichung hervorgeht: 


n u naar) 
( 34, ) dn— bu | bin ler zu 9 | w(u)— or range BE Re ” u") | 





Wie sich nun der rechte Theil der Gleichung (31.) vereinfacht Bi seinen 
Werth zu ändern, wenn man für 2 die Function (28.) setzt, ebenso kann 
man auch den linken Theil derselben Gleichung vereinfachen. Denn bestimmt 


) u do : 
man einen vollständigen Differentialquotienten Fo der Gestalt, dafs die Summe 


av, +27 von der Form wird: 

(35) Bzit Brit... Bi”), 
so ändert auch der rechte Theil der Gleichung (31.) seinen Werth nicht, wenn 
man für die Funclion 2, die Function (35.) setzt. In dieser letzteren Function 
bedeuten die Coefficienten B dieselben Functionen der Coefficienten in 2, 
als die entsprechenden Gröfsen A Funclionen der Coelfficienten in 2 sind. 
Es ist daher nach (23.) und (22.) 
Bd = udn tb... (A, 
d, 
Die durch die Substitutionen (29.) identische Gleichung (31.) nimmt hiernach, 
wenn man für die Function 2w, die Function (35.) setzt, die Gestalt an: 


(36.) 


| 


D.. 











\ AB,z PBr. d ua, 2m 
9,2 =. zus ) l en > l PER - (—1)" N zZ X n 1 
dx Ä dx dx" 
dy apa dr (20) 
=—— ae LT ... (—1)" vi \, 
dx ' dx dx” 


woraus, wenn man das Glied 8,3, =9B,— auf die andere Seite der Glei- 
u 


chung bringt. für ®, den Werth aus (36.) und (34.) setzt, und für die Func- 
tion ? in (19.) der Kürze wegen das Zeichen braucht #(z), man erhält 
Ben 5 m. , Ad 








u Zu 0 Ba Sea Sal 22 u 
—= u.F(2)—zP(u). 
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7 


Es stellt sich also der Ausdruck u. ?/2)—2z (uw) als ein vollständiger Dif- 
ferentialquotient dar. Dieses war vorauszusehen. Denn nach dem vorletzten 
Satze des Paragraphen 3. ist das Complement des Differentialausdruckes 7(z) 
diesem Differentialausdrucke selber gleich, unter welcher Voraussetzung eben 
der letzte Satz des Paragraphen 2. auf den angegebenen Differentialausdruck 
anwendbar ist. Was aber nicht vorauszusehen war, ist die Form des Integrales 
jenes vollständigen Differentialausdruckes, welche aus der Gleichung (37.) her- 
vorleuchtet. Sie ist dieselbe in Rücksicht auf die Gröfsen z/.2”,... z(”, welche 
die Function 7 nach dem letzten Satze des Paragraphen 3. in Rücksicht auf die 
Gröfsen &, 8’, ... 2” annimmt. Diese Bemerkung führt mit Berücksichtigung 
der vorhergehenden Sätze zu folgendem sehr merkwürdigen Satz: 
„Wenn 7x) einen in Rücksicht auf die unbestimmte Function z und 

„ihre Differentialquotienten 2’, &”,... 2’ lineären homogenen Differential- 

„ausdruck bedeutet, dessen Complement ihm selber gleich ist, so ist der 

„Differentialausdruck 

uP(2)—z (u) 

„ein vollständiger Differentialquotient, was auch % für eine Function sei 

„der unabhängigen Variabeln; und das Integral dieses Differentialaus- 

„druckes geht durch die Substitution $ = wz,, indem 2, ganz daraus 

„verschwindet, in einen in Rücksicht auf 2|, z/, ... 2" Jineären ho- 

„mogenen Differentialausdruck über von der Eigenschaft, dafs, wenn man 

„in demselben 2; als die unbestimmte Function betrachtet mit ihren Dif- 

„ferentialquotienten 2], 21, ... 27V, das Complement ihm selber 

„gleich ist.” 

Setzt man nun, um abzukürzen., 


AB, z' £ n—1_ 2 er 
(38.) (31) a 3. — — - er. —1y- 4 GnnS, 


dx de"! ’ 





so erhält man durch Integration von (37.) 
(39.) Sure@)—zFu)}da — — le). 
Wenn aber u ein Werth von 2 ist, welcher der Differentialgleichung #(2)—=0 
genügt, so geht (39.) über in: 
(40.) urfa)de = —P (2%): 
Diese Gleichung ist der analytische Ausdruck des Satzes von Jacobi 


(dieses Journal Bd. 17, pag. 71), den wir als Corollar des vorhergehenden 
Satzes also wiedergeben: 
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„Wenn F(z) einen in Rücksicht auf die unbestimmte Function z und 
„ihre Dilferentialquotienten z', z&”, ... 2’ linearen homogenen Ausdruck be- 
„deutet, dessen Complement ihm selber gleich ist, und % einen Werth von 2, 
„welcher der Differentialgleichung F(2)—=0 genügt, so ist der Differential- 
„ausdruck # 7/2) ein vollständiger Differentialquotient. Das Integral desselben 
„geht dureh die Substitution z = wz,,. indem x£, daraus verschwindet, in einen 
„in Rücksicht auf z/. x/.... 2) linearen homogenen Differentialausdruck über. 
„dessen Complement ihm selber gleich ist, wenn man darin x; als die neue 


di 


„unbestimmte Function betrachtet und demnach zT. <7, ... zP® als die Dif- 





„ferentialquotienten dieser Function.” 
Diese Sätze erscheinen wichlig genug. um sie noch durch einen zwei- 
ten Beweis zu beeründen. 
®. 
Die Funetion 7 läfst sich nach dem letzten Satze des dritten Para- 


au, Pi r 
er —- —— — +. Jeder Term 





orapben auf die Form zurückführen: A, — 


derselben hat die Eigenschaft. dafs er seinem Complemente gleich ist. Es 
wird also der zuletzt angegebene allgemeine Satz auch Statt finden müssen. 
wenn man für die Function 7 die Function wählt: 
dPA,z(P) 
der 





Und umgekebrl, wenn jener Satz für diese Function erwiesen isi. so wird er 
auch auf die Summe oder Differenz solcher Funelionen, aus welchen die all- 
gemeine Function 7 zusammengesetzt ist, sich ausdehnen lassen. 

Um für den vorliegenden Fall den Ausdruck u F(2)— x F(u) darzu- 
stellen, setze man in Gleichung (9.) für a, und 2 respective u und 4,2. 
Dadurch geht die genannte Gleichung über in: 





PNA .»(P) A. x(Pp) .„,(pP—D 
u m u — (—1'! N zur) — rn ae ie „../i, 
d.r! 2 I 1 dx 


— 








und wenn man in dieser Gleichung u mit z vertauscht: 
AA, ur) (pP —1) 


p>» (p) 
u. 2 (Ay za 
dp \ r% Eu da Ä 





.“r 
ur 





Zieht man nun die letzte Gleichung von der vorhergehenden ab, so erhält man 
den gesuchten Ausdruck: 


dPN.: dr A, up) 


dr! T 
wor mn —1)P — U, 








(4.)u d U,— 4 





... > Pd 
duch a Se dx ed Fre . 
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wenn man selzt: 





Ur — Pr 2) — 0) 
) a: NE BR. i 
Z A, u‘ ) zu . zu. ut Dau i u een f 
m ee pri) AUS NI _uermNed) — U 
ww Sw ; z 
A, (uPz — uzP))= U,. 


Diese Ausdrücke werden lineare homogene Functionen der Gröfsen x‘. 





& 2... 2%, „ wenn man in ihnen für & setzt @z, und entwickelt. Bezeichnet 
man den Coefficienten von z)’ in der Entwickelung von U, mit (r, 4). so 
wird derselbe: 

r,g) = A; nt er a 

a EI 7—t 


— p(p—1)..(p—r—Dptp—1)...(p—g— 1) ur ur! 

ein Ausdruck, welcher ungeändert bleibt, wenn man » mit q vertauscht. 
Jenes System von Gleichungen, welche, wie bemerkt wurde, in Rück- 
sicht auf 1, 2%, ... x)” linear sind. hat demnach noch die Eigenschaft. dafs 
die Horizontalreihen der Coeflicienten von z'. z%, ... x den entsprechenden 
Vertikalreihen gleich sind. Mithin lassen sich die linearen Ausdrücke links 


von den Gleichheitszeichen als die partiellen Differentialquotienten einer homo- 


N . 7 fr . ” . r ‘ “ (y 
genen Function A, der 2ten Ordnung in Rücksicht auf z/. 2). ... 2, der 
(restalt darstellen. dafs: 

Pr 2. 0; 77T A IT 6 WERBEN r u p) Tr 7 

A,(2i) Busen l 1» A,(2: ) — 2“ ’ . . 3 wi ) -— I p° 


Multiplieirtt man nun das obige System von linearen Gleichungen der Reihe 
nach mit 21, &i, -.. &ı und addirt, so erhält man die doppelte Function Ä,. 
Addirt man aber sämmtliche positiven unter einander stehenden Glieder in der 
nicht entwickelten Form und dann sämmtliche negativen Glieder, und bemerkt. 
dafs 
zz LP ooDg'ı Br dPzz 
= ie Du e dp 


BE dr u2 
1 und uPz,- n a? Ig, ” |. 2 





so wird: 





\ og) 422, (op dPuz 
„yu — gü BE 
AU, ! dıxr 2 dar 2X 


Journal für Mathematik Bd. LIV. Heft 3. 
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oder. wenn man für & seinen Werth 2, setzt: 





er d’uz, druz 
u he 
( ) AU, | dr?’ dr dr? 2X, 


‘dd 


Dieses ist der symbolische Ausdruck für die in Rücksicht auf z/, z%., ... 
homogene Function des zweiten Grades Ä,, deren partielle Differentialquotien- 
ten eben die in (41.) mit U bezeichneten Gröfsen sind. Hiernach nimmt die 
Gleichung (41.) die Gestalt an: 
dPA,2(P) dr A,uP) 
z 

dar dar 

dX,(z“) 


ve \n \ rs ei. | f \ —— d 
= (Yet (1r 


Diese Gleichung liefert den Beweis, dafs der behandelte Differential- 





U 





p-t v7’ „(p) 


dr! 








ausdruck ein vollständiger Differentialquotient ist, und dafs zugleich das Integral 


‘ 
2 


durch die Substitution z= uz, in eine lineare homogene Function von 2). 


m 


Zi. ... übergeht, deren Complement ihm selber gleich ist. 


& 
Setzt man nun: 
3) Z= X41X4-.X, 


so folgt aus der letzten Gleichung, da: 








“ „ dPA,z(p) AR drA,uP) 
Per) = F(—1P —E und Fu) = &(—1)r —H 
\ ar , ae 
wenn man jene Gleichung mit (—1)? multiplieirt, für » nach einander die 


Zahlen setzt O0. 1. ... n und addirt: 


‚ ” d N er , d. y’ ( y ' | u (2) ) ‘ 
Vi) — sp m . Er) u umge a 5 6 ai ! i 
(44.) ur m, dr \ A er. dr I 1) dar! 








Das Integral hiervon ist ebenfalls seinem Complemente gleich. 
Wenn aber « ein Werth von z ist, welcher der Differentialgleichung 
F(z2)=0 genügt und man setzt: 


dr X'(z7) 





>. = Plz) = X' BEN WEERE. u. 2%...) BE SOORR yet 
(45.) (21) 1 dr | ( 1) der ’ 
so erhält man durch Integration von (44.) 

(46.) /u.Ple)de = — Plaı) 


ein Integral von allgemeinerer Form als das in (39.). (38.). dessen nachzu- 
weisende Eigenschaft aber nach dem vorletzten Satze des 3ten Paragraphen 


aus seiner Form ebenfalls hervorleuchtet. 
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7. 
Die vorangegangenen Uulersuchungen dienen dazu die 2te Variation (4.) 
des Integralausdruckes (1.) 


(47.) 48: — / 2yda 


auf die Form (7.) zurückzuführen. Diese Transformation wird den Gegen- 
stand dieses Abschnittes bilden. 

Da 2, wie aus (9.) erhellet, eine homogene Function der 2ten Ord- 
nung ist in Rücksicht auf z&, &’, ... 2’, so hat man, wenn man der Kürze 
wegen setzt (2) — a,, 

2yv—= 2 +aT! +. 4,2”. 
Ein Ausdruck, der, wie (8.) auf die Form (13.), auf gleiche Weise auf die 
Form gebracht werden kann: 
RER WER... 


da’ 
wo Au = m,— a}... (—1)"al”. Da aber 7 für die Grenzen des Integrals 
verschwindet. weil jedes Glied eine der Functionen 2, 2, ... 2" als Factor 


enthält. welche der Annahme nach in den Grenzen des Integrals verschwin- 
den, so erhält man durch Integration. wenn man für die eingeführten Gröfsen «@ 
wieder ihre Werthe setzt. mit Berücksichtigung von (19.) und dafs %# und 
F(z) gleichbedeutend sind: 


7, 
(48.) 4; = f zP(z)de. 


Es ist hier. wie in der ganzen Untersuchung, stillschweigend die Voraus- 
setzung gemacht. dafs kein Glied der Function 2w (5.) innerhalb der Grenzen 
der Integration unendlich wird. 

Durch die Substitution x = uzr,. wo a einen Werth von x bedeutet. 
welcher der Differentialgleichung #2) 0 genügt, und durch theilweise In- 
tegration geht die 2te Variation, wenn man ferner beachtei, dafs auch 2, für 
die Grenzen des Integrals verschwindet. mit Zuziehung der Gleichung (40.) 
über in: 


h . 
(49) 4; = / 23 Plz) de. 
a 


Dieser Integralausdruck ist von ganz ähnlicher Form als der vorher- 
gehende. Man wird ihn daher wieder ebenso behandeln können, indem man 
setzt z/ — r/z), und annimmt, dafs v, ein Werth von 2, sei, welcher der 
Differentialgleichung #2) —=0 genügt. Durch diese Substitution nimmt die 
32 * 
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2te Variation die Gestalt an: 


(50.) 4 —s% 2" P(z)de, 





worin P(s})) = —/v P,(z/)dre von der Form ist: 
(51.) ri) — GB, — de, ı (—1)"° Panne 
« . Ay EZ A: dr i da"? 


Indem man dieses Verfahren nun fortsetzt, gelangt man endlich zu 


dem folgenden Ausdrucke für die 2te Variation: 


ch ’ 
( 2. ) , 1. es / zw) gt (2\”) de, 


a 


wo #,(2\") den Werth hat: 


(3) 79) u ei et, 


nn ,J n,n “nn 
Setzt man aber diesen Werth in (52.), so erhält man die gesuchte Form der 
2ten Variation: 
uf, 
54.) = / a,.(uv,w... M)dr. 
a 

Um dieses Integral weiter zu behandeln, mufs man sich die Substitutio- 

nen vergegenwärligen, welche auf dasselbe geführt haben. Sie sind foleende: 


' r ! „ " 
I 


(59.) s—uz,. edit, Zu. 


’ PN 1 | 


wo u, 0%. 20%. ... Werthe respective der unbekannten Functionen 2, 27, 2%, . 
bedeuten, welche den z Dilferentialgleichungen genügen: 
(56.) P(2)=0, Ba) d Ka)ad, 


die durch folgende Relationen ihre Bedeutung erlangen: 
(57.) ju P(z)de = — 7, (zi). fi I a)de—m — PB), 


Die Dilferentialgleichungen (56.) lassen sich durch die angegebenen 
Substitutionen (55.) zurückführen auf Differentlialgleichungen zwischen der 
einen unbekannten Function 2 und ihren Differentialquotienten. Die erste Glei- 
chung (56.) ist von der gewünschten Form. Man erreicht dieses bei der 


‘I _® ' 2 . . 
2ten Gleichung, wenn man setzt 2, = ——, bei der dritten, wenn man setzt 
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’ f 


= ——- .... Es werden demnach den Werthen , ®/. ww. 








-_ 


von 2%, %. 2%, ...,„ Welche jenen Differentialgleichungen (56.) genügen. 
Werthe von x entsprechen, welche den umgeformten Differentialgleichungen 
und auf Grund der Relationen (57.) auch der einen Differentialeleichung 
F(z)—=0 genügen. Diese entsprechenden Werthe von x seien: 

u, v, wm, En , 
Alsdann hat man folgende Relationen, welche aus (55.) hervorgehen 


! f ' ' ' ' 
zu w, = U,Wn. z = 9, 8 
(58.) 
" Zi zZ) 
z —— m; > 


Diese Relationen werden dazu dienen das Produkt 


fa) 


BB) ah...‘ , 
dessen Quadrat in das Integral (54.) eingeht, durch w, ®, w, ... z und die 
Differentialquotienten dieser Gröfsen auszudrücken. Bei dieser Gelegenheil 
kommt ein Satz von den Determinanten in Anwendung. den ich. gelesen zu 
haben. mich nicht erinnere. Er lautet also: 
„Wenn a, db, €, .... (n--1) Functionen einer einzigen Variabeln und 


„a, a, ... a die auf einander folgenden Differentialquotienten der ersten. 
„b, b',... 5 der zweiten ... . Function bedeuten. so ist: 





la) (a) ... (da) | Ye 
| 
. \ r ! - (n) | ! n | 
.b) (Ab) ... (Ab) | ze De | 
(de) (de) 00 de)" Baif un, . nl 
| 


* * . 2) P} [7 » * . [ 
I 


„mag A eine Constante oder eine Function der unabhängigen Variabeln sein 
Betrachten wir nun die Determinante: 


ee u“ 
vv vu" 
(0) V=|w w uw" 














250 21. Hesse, Criterien des Marimums und Minimums. 


Dieselbe geht, wenn man für «, v, w, ... z die Werthe setzt aus der ersten 
Horizontalreihe (58.) 


wi, TU 


nach dem angegebenen Determinantensatze über in 








"U u 
n+]1 ’ " (n) 
v — u j wm, m; . 4.8 w; 
‘“y >! „®) 
| | “1 u io “ı 
Setzt man wieder für »/, wi. ... 2/ die aus der 2ten Horizontalreihe (58.) 


senommenen Werthe: 
Be Ph “rn Me 


so erhält man auf gleiche Weise: 





| (n 
jun ws 
V anee u" ge 
a BR 
| en . 2) 
Diese Operation fortgesetzt ergiebt endlich folgenden Werth der Determinante: 
(1.) vVvoututw...20. 


Ebenso wird sich die Determinante: 


DI 
| 


f vov... ve 
(62.) V u | 


nn 


| 
ww... werd 
| 
{ 





welche sich von der Determinante V nur dadurch unterscheidet, dafs die 
letzte Horizontal- und die letzte Verticalreihe darin fehlen, wie folgt dar- 
stellen lassen: 


(3) V = "te... 


n 


Dividirt man nun (63.) in (61.), so erhält man das gesuchte Product: 


(64.) an — uw ... 230. 


nl 


Seizt man endlich diesen Werth des Produktes in (54.), so hat man 
die gewünschte Form (7.) der zweiten Variation: 


77 2 
(65.) — / 4. rd, 
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o’f 
i ) = 
n welcher «, , = m 17, und V und V, durch (60.) und (62.) als Deteı 
minanten gegeben sind. 

Die Bestimmung der Functionen w, v, w, ... und die Untersuchung 


der willkürlichen Constanten in dieser Form der zweiten Variation soll dem 
folgenden Abschnitte vorbehalten bleiben. 


S. 
Wir kehren zu der Differentialgleichung (14.) zurück: 
df'ı FETT in} u 
f\ iu nz . (—1) nr 0. 


durch welche dem Maximum oder Minimum von 7 entsprechend y als Func- 
tion von .r sich bestimmt. Angenommen. man habe y als Function von « 
mit den 2» willkürlichen Constanten &,, &, ... %, gefunden, welche Function 
der angegebenen Differentialgleichung identisch genügt. Alsdann steht es frei. 
die Differentialgleichung nach irgend einer der willkürlichen Constanten zu dif- 
ferenziren. Differenzirt man aber den linken Theil jener Gleichung nach «;. 


. 7 . sn OY 
so erhält man gerade den Ausdruck 7, in welchem für & steht ze Aus 
77 


der angegebenen Differentiation der genannten Dilferentialgleichung sehen wir 
daher folgende Gleichung hervorgehen. 


66. %# 2) = — 0, 


welche den Beweis liefert, dafs ein Werth von 2 ist, welcher der linea- 


ren homogenen Dilferontisleleichune der 2nten Ordnung F(z) = 0 genügt. 
Solcher Werthe giebt es aber 2n, weil jeder der 2n Constanten « ein Werth 
von %& entspricht. Man kann daher den vollständigen Werth von 2, welcher 
der Differentialgleichung genügt, mit 2 neuen willkürlichen Constanten aus 
jenen 2n Werthen zusammensetzen. Die alten willkürlichen Constanten « sind 
so zu bestimmen, dafs y mit seinen (n—1) ersten Differentialquotienten für 


die Grenzen der Integration verschwindet. — Da aber u, v, w, ... Werthe 
von x sind, welche sämmtlich der Differentialgleichung #(z) = 0 genügen. 


so haben diese Functionen die Form: 
u an tar - +:. 4, Tan 
® 


67 —bh,n +brz te. blu 
t w gm Ber cur 


| 


| 
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wenn man der Kürze wegen setzt: 
ne cYy 
(68.) u. | 

und mit den Buchstaben «, b, e,.... mit ihren angehängten Indices Constanten 
hezeichnet. 

Diese Conslanten sind jedoch nicht alle willkührlich. Vielmehr existiren 
gewisse Relationen zwischen ihnen, welche wohl zu berücksichtigen sind. 

Es sind zwar #, ®, w, ... Werthe von 2, welche der Differential- 


7r 
4) 


sleichung Piz 0 genügen, allein diese Werthe sind noch vermöge der 
Relationen (55.) abhängig von den Werthen %, ®;, w%...., Welche respective 
für 2, &. 2Ü, ... geselzi. wie in dem vorhergehenden Paragraphen hervor- 
gehoben wurde, den Differentialgleichungen (56.) genügen müssen. Wir haben 
demnach folgende Bedingungsgleichungen 


(9) F)=0, Feo)—=0, Fu) —0, 


- / 
welche mit Zuziehung von (58.) und (67.) sich auf Gleichungen zwischen 
den Constanten «, db, ec, ... und den Funetionen r zurückführen lassen. 
In der That, bezeichnet man mit D,, D,. D;,... die Determinanten: 
o“.) Dei, Deu Be [% w 


! ı 


. u: 





|® | vv v 
4 „ 
le w w 
so kann man mit Anwendung des angegebenen Delerminantensatzes diese 
Gröfsen also darstellen: 
D, = 1. Be Dun, D, = wv’w,. 
woraus sich ergiebt: 
a ee, 
" 1 n? ’ 2 D: . 





welche Gleiebungen das Bildungsgesetz der Multiplicatoren w, v;. w;.... ver- 
 anschaulichen. Diese Werthe hat man nun in die Gleichungen (69.) und dann 
für ew, », w, ... die Werlhe aus (67.) einzusetzen, um die gesuchten Glei- 
chungen zwischen den Constanten «a, db, c,.... und den Funclionen r zu 
erhalten. 


Die erste von den Gleichungen (69.). welche nur die Constanten « 
und die Funclionen r enthält, wird von selber erfüllt. Die zweite führt auf 
eine Gleichung zwischen den Conslanten a, 5 und den Functionen r, welche. 
da #,(2))=0 die erste Integralgleichung von (2) 0 ist, durch eine Be- 
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dingungsgleichung zwischen den Constanten «, 5b identisch erfüllt wird. Die 
dritte Gleichung führt auf eine Gleichung zwischen den Constanten a, b, e 
und den Funclionen r zurück, welche. da #,(2/)—=0 die zweite Integral- 
gleichung von (2) = 0 ist, durch zıwe: Bedingungsgleichungen zwischen den 
Conslanten «a, db, c identisch erfüllt wird, wenn die vorhergehende schon iden- 
tisch erfüllt wurde ete.... Die Indices von % in den Gleichungen (69.) 
geben demnach zugleich die Zahlen der Bedingungsgleichungen an. welche 


zwischen den Conslanten «a, db, e, ... exisliren. Es ist also die Zahl der 


a a : n(n—1) 
Bedingungsgleichungen zwischen den Constanten a, b, ce, ... gleich ——: 


. \ n(n—1) xı..: ) 
‘s lassen sich aber auch an Gleichungen angeben, die durch jene 


n(n—1) a . . ’ ’ ‘ 
— Bedingungsgleichungen zwischen den Constanten a, b, ec, .... identisch 


> 
erfüllt werden. Es sind dieses folgende Gleichungen: 


(u) = 0, 
P(v) =U(, 7, (v,) ==: O9, 


F(w)—=0, Fr (wi)=—=0, (wi) RW, 


. . . . . . . . . . . ® . 





mit Ausnahme der in der ersten Vertikalreihe stehenden Gleichungen, welche 
von seiber erfüllt werden und nur der Uebersicht wegen hinzugefügt wor- 
den sind. 


’ n(n—1) u i i | 
Wenn nun jene —.— Bedingungsgleichungen zwischen den Constan- 
ten a, db, e, ... sämmtlich erfüllt sind, so wird die letzte Gleichung (69.) 


= n—1l, 
(72.) Pt) = V 
eine identische Gleichung. Erinnert man sich aber des Bildungsgeseizes der 


Function %#,_, durch successive Anwendung der Gleichung (39.), so wird 
man auch umgekehrt die Behauptung gerechtfertigt finden, dafs die identische 





Gleichung (72.) jene au de) Bedingungsgleichungen zwischen den Coefficien- 
ten «, d, ce, ... in sich einschliefse. 
n(n—1) 


Durch diese Bedingungsgleichungen zwischen den 2n’ Con- 


2 
stanten a, b, c, ... lassen sich eben so viele Constanten als Functionen der 
übrigen ausdrücken. Die letzteren bleiben willkürlich. 

Soll daher ein wirkliches Maximum oder Minimum Statt finden, so darf 


. . 0° . 
erstens, wie schon erwähnt wurde, der Ausdruck «, „= zu innerhalb 
’ Yy oy“ 
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der Integralionsgrenzen sein Vorzeichen nicht ändern, und zweitens müssen 
die willkürlichen Constanten sich so bestimmen lassen, dafs der Quotient u 


innerhalb der Integralionsgrenzen « und 5 nicht unendlich wird. 


Gehen wir aber auf die Form jenes Quotienten näher ein, so bemer- 


| h PR 1) 
ken wir auf den ersten Blick, dafs, wenn man den Differentialquotienten af 
oz#) 


welcher wieder eine Determinante ist, mil V,„ bezeichnet, man ihn aus De- 


terminanten zusammensetzen kann wie folgt: 





(73 ) nf — Vo + V,r!’+-- V n 2m) 
bite V, 
Setzt man in diese Determinanlten nun für %, v, w, ... die Werthe 


(67.). so übersieht man auch leicht die Verbindung der Constanten zu neuen 
Funelionen der Constanten, und der Functionen = mit ihren Differentialquolien- 
ten zu neuen Funelionen. Es zerfälli nämlich jede der angegebenen Deter- 
minanten in die Summe von Produkten von 2 Factoren, von denen der eine 
Factor durch eine Determinante dargestellt wird, welche sich nur aus den 
Gonstanlen «a, db, €, ... zusammensetzt, während der andere Factor eine De- 
terminante ist aus den Funclionen r und ihren Differentialquotienten. Diese 
Deierminantenconstanten sowohl als diese Determinantenfunctionen kommen im 
Nenner und Zähler des Quotienten (73.) nur in linearer Weise vor. Es kann 
daher dieser Quotient nur unendlich werden dadurch, dafs der Nenner V, 
durch O hindurchgeht. 

Die zweile oben angegebene Bedingung des Maximums oder Minimums 
vereinfacht sich hiernach dahin, dafs die willkürlichen Constanten in V, sich 
so bestimmen lassen müssen, dafs dieser Ausdruck innerhalb der Integrations- 
grenzen nicht verschwindet. 

Die bezeichneten Determinantenconstanten gehen aber in den zu unter- 
suchenden Ausdruck V, nur in linearer Weise ein. Es ist daher natürlich 
diese Determinantenconstanten als neue CGonstanten einzuführen und die Be- 
dingungen zu suchen, welchen diese neuen Constanten unterworfen sind. 
Diese sind zweifacher Art. Erstens finden schon Relationen Statt zwischen 
diesen neuen Öonstanten als Determinanten, gebildet aus den alten Constanten. 


Doch auch diese Relationen sind nicht unabhängig von einander, indem die 
»(n—1) 
2 
unterworfen, weil zwischen, den alten Constanten eben so viele Bedingungs- 
gleichungen Statt finden, welche aus der idenlischen Gleichung (72.) hervor- 


einen die andern bedingen. Zweitens aber sind sie noch Bedingungen 
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gehen. Wenn es sich nun zeigt, dafs auch in diese Gleichung nur die De- 
terminantenconslanten eingehen, und wir werden in den folgenden speeiellen 
Fällen sehen, dafs es daselbst zutrifft, so ist die zweite Art der Bedingungen 
leicht hergestellt. Die Untersuchung der ersten Art der Bedingungen zwischen 
den Determinantenconstanten ist eine würdige Aufgabe der Determinanten- 
theorie, die ihrer allgemeinen Lösung harrt. In den angedeuteten speciellen 
Fällen jedoch soll sie vollständig durchgeführt werden. 

Wir brechen hiermit die allgemeine Untersuchung der zweiten Varialion 
eines Integralausdruckes ab, indem wir uns begnügen sie auf die Form (65.) 
zurückgeführt, die or Bedingungen zwischen den willkürlichen Constanten 
a,b, c,... angegeben und die Schwierigkeit der weiteren Behandlung der 
zweiten Variation hervorgehoben zu haben. Die folgenden mehr ins Einzelne 
gehenden Untersuchungen der Fälle. wenn n = 1, 2. 3, werden dazu dienen. 
die hier gemachten kurzen Andeutungen im Speciellen zu verdeutlichen. 


%, 
Es handle sich um das Maximum oder Minimum des Integrals 


bh 
A — / [(2,.y,y )da. 


In dieser Voraussetzung bestimmt sich die unbekannte Function y durch die 
Differentialgleichung: 
df'(y' 
rn a2 0. 
. da 


Gesetzt, man habe durch Integration y als Function von x mit ihren beiden 

willkürlichen Constanten «,. © gefunden. Alsdann hat man letztere so zu 

bestimmen, dafs v für die Grenzen « und 5 die gegebenen Werthe annehme. 
Hierdurch ist in der zweiten Variation: 


b 
A, = / 2 dr, 


1 


in welcher: 
2Vv = AyZ2+ 2413-4 0,22), 
Alles bestimmt mit Ausnahme der unbestimmten Function x und ihrer Diffe- 
rentialquotienten. Setzt man nun 
day (z' 
(2)— Y ”) 


Bl) — lg 
so erhält man durch theilweise Integration: 


ıh 
4; = / z P(z)de. 


dt 





33 * 
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Der Ausdruck #(z) läfst sich aber auf die Form bringen: 


 ı 
da ,2 


dx 


N ( 
7 (&) A, — 





Es ist hiernach: 
dia, (u! — zu’)! 





uP(2)—-zP(u) = — 





dr . 

woraus man durch Integration erhält: 

N uPr(2)—zPluide = —a,(ur'— zu). 
Wenn man nun setzt: 

| oYy oy 
ud, tr, GT, = —fr,, 2 =. 
ca, O@, | 
so verschwindet 7(w) und man erhält: 
fu Pez)de = —a,ur!— zu), 


mit Hülfe welcher Gleichung der vorhin gegebene Ausdruck von 4, durch 
theilweise Integration übergeht in: 


1 d(—) 
4=f Au 


u zu)dce oder 


I, a / A), Do 1 —. dr. 
e U 


a 


Der Ausdruck unter dem Integralzeichen, in welchen, wie man sieht, 
nur das Verhältnifs der willkürlichen Constanten @,, @, eingeht, darf inner- 
halb der Grenzen der Integration nicht unendlich werden, wenn ein wirkliches 
Maximum oder Minimum Statt haben soll. Er wird aber unendlich, wenn der 
Nenner «° für einen zwischen « und 5 liegenden Werth von = verschwindet. 


t a ’ . a . 
Wenn man also setzt: m = — 7, so ist es eines der Criterien des Maxi- 
2 


mums oder Minimums. dafs in dem Ausdrucke: 


q, y 


die Constanle za» so bestimmt werden könne, dafs derselbe für keinen zwischen 
a und 5 liegenden Werth von & verschwindet. Sehen wir zu, wie Jacobi 
dieses Criterium weiter behandelt. — 


r . r . 4 u 
Wenn es einen Werth giebt, den der Bruch un innerhalb der Gren- 
1 


zen a und 5 für z nicht annimmt, so wird man der willkürlichen Constanten m 
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immer einen solchen Werth zuertheilen können, dafs der Ausdruck: 

— (2 —m) 

(dt, ”, 
innerhalb der genannten Grenzen für x niemals verschwindet. Man braucht 
der Constante nur jenen Werth zu geben. Wenn dagegen jener Bruch inner- 
halb derselben Grenzen für & alle Werthe durchläuft von —w bis +», so 
mufs jener Ausdruck nothwendiger Weise ein Mal verschwinden, welchen 
Werth auch die willkürliche Constante m habe. Untersuchen wir daher die 

N, 


Natur des Bruches —- 
1 


Der Zähler r, und der Nenner r, genügen der Differentialgleichung 
7’(z)=0. Man hat daher: 
Pr) =(, Fr) 
woraus hervorgeht: 
r, K(r)— nr) =0, 
eine vollständige Differentialgleichung, durch deren Integration man erhält: 
/ Ir, Fr)— rn Pr)Y\de — C. 
Der linke Theil dieser Gleichung wird aber aus der oben angegebenen In- 
tegralformel erhalten, wenn man für « und 3 respective setzt r, und r,. 
Setzt man seinen Werth, so erhält man: 








— Au —nr) = C 
oder 
r. 
d— 
mi Ü 
dx a,,r? 


Ba: 

Der rechte Theil der Gleichung ändert sein Vorzeichen nicht, weil € eine 
Constante, r; ein Quadrat und «a,, sein Vorzeichen nicht ändern darf, wenn 
ein wirkliches Maximum oder Minimum Statt haben soll. Daraus folgt, dafs 


der Bruch un fortwährend wächst, wenn er ein Mal wächst, und wenn er 
1 
die Grenze + des Wachsens erreicht hat zu — x überspringt und dann 


wieder wächst über O hinaus bis -» etc....: oder, dafs er in eben der- 


. . ” . . 
selben Weise abnimmt. Der Bruch — wird also alle Werthe zwischen — x 
1 
und — © annehmen, wenn er für zwei verschiedene Werthe von x ein und 


denselben Werth hat. Hieraus ersieht man, wie wesentlich es ist die Grenzen 
der Integration zu beschränken. Denn wenn man die Grenzen des Integrals 4 
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“ L) pp . Ri 
nur nicht so weit ausdehnt. dafs der Bruch —: innerhalb der Grenzen der 
‘ I 
1 


Integration noch einmal den ursprünglichen Werth annimmt, so wird man der 


willkürlichen CGonstante »n immer einen solehen Werth zuertheilen können. dafs 


u “ \ . . . 
der Ausdruck — innerhalb der Grenzen der Integration nicht verschwindet. 
a, 


Die Grenzen des Integrals dürfen also nur bis zu der Grenze erweitert wer- 
den, für welche zum ersten Male die Gleichung Statt hat: 


\ . (> 
und selbst diese Grenze mufs schon ausgeschlossen bleiben. 
Um diese Gleichung geometrisch zu deuten, nehme man an. dafs 
das Integral sei der Differentialgleichung 


| 
f’(y)— AG ’ 0 


ar 





mit den beiden willkürlichen Constanten «,, @,. Jene Integralgleichung stellt 
die gesuchte Curve des Maximums oder Minimums dar, wenn die willkürlichen 
Constanten den Grenzbedingungen gemäls bestimmt sind. Die erste Grenz- 
bedingung: 


> > 0 \ 
Yy. = Ffie, &,, 6) 


w 


drückt aus, dafs die Curve des Maximums oder Minimums ausgehe von einem 
durch die Coordinaten « und y, gegebenen Punkte. Durch sie wird «, als 
Function von «, bestimmt, und die Gleichung der Curve des Maximums oder 
Minimums enthält nunmehr nur noch eine willkürliche Constante «&,. Man hat 
daher eine ganze Schaar von Curven des Maximums oder Minimums, welche 
alle von demselben Punkte ausgehen. 


Betrachten wir nun zwei von diesen Curven, deren Parameter «, sich 
nur um die unendlich kleine Gröfse & von einander unterscheiden, so stellen 
sich ihre Gleichungen also dar: 

Ex, c,, 0), 


. Fir we. ; oy de, 
Yy = HE (4,0,,0,) => gr & 


Diese beiden von demselben Punkte ausgehenden Curven werden sich im All- 
gemeinen in einem zweiten Punkte schneiden. Setzt man nun für z und y 
die Goordinaten d und y, des Schnittpunktes und zieht die erste Gleichung 
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von der folgenden ab, so erhält man für den Schnittpunkt: 
OYy oy da, 
=) +2) 0. 
oa,’  0a,/,00, 
Dillerenzirt man nun die obige Gleichung, durch welche «, als Function von 


#, definirt wurde, nach «,. so erhält man: 


oY\ ;, (Oy\ da 
© ) u (—-) — —(), 
0a, /a ' \oa,/. da, 








BE © oa, i . & 
und durch Elimination von ——- aus diesen beiden Gleichungen : 
oa, 
CawmrER 
\da, ), da, /n 





( oy ) ( oy 
oa, oa, I 


Ad 


Dieses ist aber gerade dieselbe Gleichung, in welche die zu deutende Glei- 
ör öy 


chung übergeht, wenn man dort für », und 7, ihre Werthe — — und Du 
oa, Oo 


setzt. Sie beweiset, dals für die von einem gegebenen Punkte ausgehende 
Curve des Maximums oder Minimums, wenn man auf ihr continuirlich fort- 
schreitel, die zweite Grenze des Integrals. welches ein Maximum oder ein 
Minimum sein soll, nur bis zu demjenigen Punkte ausgedehnt werden dürfe. 
in welchem die Curve von der ihr zunächst liegenden Curve des Maximums 
oder Minimums geschnitten wird. Es ist dieses derseibe Punkt. in welchem 
die Enveloppe aller von dem gegebenen Punkte ausgehenden Curven des 
Maximums oder Minimums die in Rede stehende Curve berührt. 

Zu der oben angegebenen Grenzengleichung gelangt man auch durch 
folgende ebenfalls von Jacobi angestellte Betrachtung: 

Wenn der Integralausdruck 4 ein Maximum oder Minimum sein soll. 
so darf die zweite Variation 


f, 
A, / z P(z)dı 


a 


für alle Functionen z ihr Vorzeichen nicht ändern. Es ist aber noch zulässig. 
dals sie für eine bestimmte Function x verschwinde. Das Verschwinden der 
2ten Variation für eine bestimmte Function von & ist jedoch die Grenze für 
die Ausdehnung der Grenzen des Integrals /. Denn dehnt man die Grenzen 
dieses Integrales noch weiter aus, so bietet das Prinzip der Continuität wenig- 
stens eine Wahrscheinlichkeit dafür, dafs die zweite Variation auch ihr Vor- 
zeichen ändere. 
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Die zweite Variation verschwindet aber für einen Werth von z. welcher 
der Diiferentialgleichung genügt: 
?(2) = ®, 
und der allgemeinste Werth von &, welcher dieser Differentialgleichung ge- 
nügl, ist. wenn man mil «, und 4, zwei willkürliche Constanten bezeichnet 
ve dn-arn. 
Hiernach scheint es, dafs diese Grenze, für welche 4, verschwindet, unter 
allen Umständen erreicht werden könne. Allein es ist zu beachten, dafs die 
Function z noch der Beschränkung unterworfen ist, zu verschwinden für die 
(renzen des Integrals 4. Man hat daher: 
0 = a(rı)a- 
| 
0= a, ra ta(r2); 


woraus durch Elimination der willkürlichen Constanten a,,. «, eben jene Gren- 


zengleichung hervorgeht: 
Cr 
r, A 7, db 


10. 
Die Bestimmung des Maximums oder Minimums des Integralausdruckes 


»/, 
A— / I(s,y,y,yY )da 


verlangt die Integration der Differentialgleichung: 
‚ If(y') , d®fiy" 
Iy= 12 + FIN. 0 


dr? 





Sie giebt y als Function von x mit 4 willkürlichen Constanten. Letztere hat 
man so zu bestimmen, dafs y und y’ für die Grenzen a, b des Integrales ge- 
„ebene Werthe erhalten. 

Ob die auf diese Weise bestimmte Function y jenen Integralausdruck 4 
zu einem wirklichen Maximum oder Minimum macht, hängt von der zweiten 


b 
1, =/ Zwdi, 


‘ | „| > or 
21 = AT MFH az" + 2un2'2" + 222" + 20,22". 


Variation ab: 


wo 


Durch theilweise Integration führt man nun 4, auf die Form zurück: 


A = | "zPlz)de, 


« 
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wo 


Bit 2 (“N 
(2) = v(2)— EEE EN w). 
4 dx dx” 





Dieser letztere Ausdruck vereinfacht sich aber nach (20.) in: 


I >! 2 „MN 
PL o\ ins D)| > d A, a Fr d A, x 
u — (+ GREID - a 
\ J dr I dr? 





indem man hat: 


' „ 
U, — Ay — Ay, + A 
A, = Au in — 2a. 
A, Be — Ad . 


Es ist nun nach (41.) 
ul, — z Au — (0, 
( AA, 2’ AA, u AA, (W"z— z'ı) 




















dx “dr dr r 
a aa,z" y A’A, u" ee AA, (u! — u) AA, (u — 2" u) 
d.r? um N. dr dr? . 
woraus man durch Addition erhält: 
En 
uPf2)-—=Fu)= — 9,@) 
ae er‘ de ’ 
wenn man setzt: 
AA, (u"z— zu) 
und r (21) zn A, (u'z Bi: z'u) I 2a, (u 2’ — 2" W) RR 2 . 


Wenn nun a ein Werth von z ist. welcher der Differentialgleichung 
P(z2)— (0 genügt, so verschwindet das Glied z #(w) aus der vorhergehenden 
Gleichung und man erhält durch Integration: 


fu Pa)de = — P(2\). 


Mit Hülfe dieser Gleichung und durch die Substitution 2 = wz, geht nun die 
zweite Variation über in: 
’h FR 
I, = / 2, P(z,)de, 


a 


welcher Ausdruck nur die unbestimmte Function 24 mit ihren Differential- 
2. 


quotienten enthält, weil aus dem mit %%, (21) bezeichneten Ausdrucke 2, ver- 
schwindet und nur die Differentialquotienten dieser Function zurückbleiben. 


Man kann nun die Function #,(z\) einfacher durch die partiellen Dif- 
ferentialquotienten ein und derselben Determinante ausdrücken. Denn setzt man: 
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1 


so wird: 


Man weils nun 


’ - ' 
“ «3 > 
0, 4,(%, 


der vollständige Dilferentialquolient einer Function #% (2 
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94, 
23 


 % 


’ 


A| 


11? 





und Minimums. 


0A 





ANY, 


in ! 
ou 


a priori, dafs die Differenz: 


7 UI nv 
u. 1 


”\ is. Wir werden 


dieses jedoch noch besonders beweisen. indem wir das Integral desselben 


darstellen. 
Die Function 


Daher ist: 











P,(z,) geht über in %/v/). wenn man für 2 


' 04 04 
gg ©, I AU ——r 2Il, _— 
Os OL 
Ferner hat man: 
Fa 
LM ur! — u2 
En Ir u ran 
i 
d— 
7 (2 uU —Ur 
€ N - n une — 
dı m 


Um nun jene Differenz 
ken wir, dafs: 


oA 0A oA oA 





oz" OU ou O2 
oA 0A oA 0A 
PET 7277 
‚4 
de ar 


Wit Berücksichtigung dieser Gleichungen 
Gestalt an: 


‘ . ‘ / . 4 
v, r 3) — ag Yo, 


Wenn nun v» ein Werth von 3 


. 
Er 


15 


oleich in der einfachsten Gestalt zu 








selzi ». 


84 
ER) 


) 





ANY, 





dr 


erhalten. bemer- 





— — 4A, 
= uA, 

‚94 

G— , 

ou! ik oA 

de av’ 
nimmt die angegebene Dillerenz die 
Be 

TER dAw,(z])) 

dx dx 


t,. welcher der Differentialgleichung 
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= ’ .. “ rg‘ 3 ‘ .. 
P,(2&})=0 genügt, so verschwindet der Term </ 7,(v}) und man erhält durch 


ie ı Ze A,A ee 
fe; Pis)dae = — — = —- FT). 


u 


Integration 


Diese Gleichung dient dazu die zweite Variation weiler zu Iransfor- 


miren. Denn setzt man 2), =riz;. so erhält man durch theilweise Inleeration: 


AR — J nr P(2,)de. 


Seizt man nun hierin für #,(z}) den angeeebenen Werth. ebenso für 


2, seinen Werth: 


der am einfachsten aus dem in (71.) angegebenen Werlthe von =, dadurch 
hervoreeht. dafs man für = setzt z, so erhält man die gewünschte Form (655. ) 
der zweilen Varialion: 


fi‘ A" 
ur % — de. 


Re | oA 
> 


In dieselbe gehen die Werthe von ® und ® ein: 





u — ar nr, +a,r;,. 
ve — br, +brn + b,r;—b;r, 
mit den 4 willkürlichen Constanten #« und den 4 willkürlichen Constanten b, 
welche aber noch der Gleichung #,(v,) = U identisch zu genügen haben. 
Von dieser Gleichung weils man, dafs sie identisch erfüllt wird durch eene 
Relation der Constanten. die man eiwa dadurch erhält, dafs man der unab- 
hängigen Variabeln x in jener Gleichung einen bestimmten Werth zuertheilt. 
Bezeichnet man nun die Determinante @,d, — a,5, mit |zA|. so wird 
man bemerken, dafs in den zuletzt angegebenen Ausdruck von A nur die 
Verhältnisse der 6 Determinanten-Conslanten eingehen: 
[12] [113] [14] 123] [24] [34]. 
was auch bei der Gleichung #,(v,) = zutrifft. Führt man also die 6 De- 
terminanten- Conslanten als neue Constanten ein. welche, weil es sich nur 
um die Verhältnisse derselben handelt, 5 Constanten vertreten. so hal man 
zwischen diesen 5 neuen Constanten 2 Bedingungsgleichungen. Die erste: 
[12].[34] + [23].[14] — [13].[24] = 0 
34* 
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ist eine identische Gleichung der Determinanten, woraus sie besteht; die 
zweite macht folgende Gleichung auf die angegebene Art zu einer identischen: 








0A 
Een Bu. 34, an 
r, (%,) u A, EPN] Tr 2 A, d2 - 2r = 0. 


oP7 | 
Der Ausdruck Sn enthält demnach nur noch 3 vollkommen willkür- 


liche Gonstanten. Diese 3 willkürlichen Constanten müssen sich so bestimmen 


lassen, dafs der genannte Ausdruck — innerhalb der Grenzen a, 5 der In- 
52 


u 


tegration nicht verschwindet, wenn Z ein wirkliches Maximum oder Minimum 
sein soll. 


11. 
Es sei ein Integralausdruck gegeben von der Form: 


"bh 
7= / fa,yy,y',y )de, 


es soll y als Function von & so bestimmt werden, dafs jenes Integral ein 


Maximum oder Minimum werde. 
Diese Aufgabe verlangt die vollständige Lösung der Differentialgleichung 


in LO 1ELON _E1OM 


" u Ze d.x® ah 
mit ihren 6 willkürlichen Gonstanten. Letztere hat man so zu bestimmen, dafs 
y, y, y' für die Grenzen 2 —=a und «—b des Integrals gegebene Werthe 
erhalten. Die Beantwortung der Frage, ob auf diese Weise ein Maximum 
oder ein Minimum erreicht wird, oder keines von beiden, hängt von der 
zweiten Variation 4, ab: 





h 
4, — / 2Zvde, 


in welcher: 


2 ne A z° + d;, y” + ds eg + (A;; > A T 2Au12 z’ _- 2A zz" + 2 P4 z'" 


l 


+ 24;: PA 4 24; PA Al -; 24;, PP 


Man transformirt dieses Integral durch theilweise Integration in: 


bh E 
u / zP(z)de, 
indem man setzt: 
dy (z!) P d’w'(z") Ey) 


Plz) = w (2) — —- | 
f dır dx? d.r? 
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Dieser letztere Ausdruck läfst sich nach (20.) einfacher also darstellen: 



































” Az dA , d’A, 2" aA, 2 
(2) na u” dx ui Ir re ’ 
indem man nach (23.), (24.) und (22.) hat: 
A, == HU Ayı ne dAyn — Uy» 
AU, = Ad, An 43 — 24. + 3liy > 
‘ ‘ 
U, = My — Ay — 2a; 
U, = U:z. 
Es ist nun nach (41.) 
url,z zU,u en 0, 
( AA, z' AA, r) AA (W 2 — 2’) 
—IU — la — 70 — — , 
dr dx dx 
. FU 2 AA, u u 9 TU"! —z"uW) AA, u'z—z"u) 
dx? dx? dx dx? 
(u AA, 2" A’, F 3 AA, (u"2"— 2" u") Q d’A, (u! — zu) 
u De da dx? 
GA, lu" 3—z"u) 
| dx?’ 
Addirt man diese Gleichungen, so erhält man: 
. a dp (z 
ur(2)—z Pu — — ER 
dr 
wenn man selzt: 
BEREER f | | AA, (u"3 — zu 
4 P,(31ı) — A, (ur — z'u)-+ 2A, (u zZ’ — zu) .. 2 . ) 
dA, (u"z! — zu) d’A,(u"2 — zu) 
u 3 L. u nn "u" Ber i 
A, " — dx Tr da” 


Es sei nun # ein Werth von 3, welcher der Differentialgleichung #(z) — ( 
genügt. Unter dieser Annahme verschwindet das Glied 3 #(w) der vorher- 


gehenden Gleichung, und man erhält durch Integration: 


fu Pa)de—= Plz), 9 


eine Gleichung, deren rechter Theil durch die Substitution 3 = uz, in eine 
Function von 23, und deren Differentialquotienten übergeht, indem 3, ganz 
daraus verschwindet. Durch dieselbe Substitution geht aber die 2te Variation. 


wenn man die letzte Gleichung zu Hülfe nimmt, über in: 


6b, j 
A, En: [ 31 P( (31) ‚dx. 


a 
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Ks wird nun darauf ankommen die Differenz : 


‘ 


a «JS rw au tr y a 
e, 41%] Ss; FE, 








Band 
7 uz'— u! 
a, F dr na H u 9 
r 
d— 
f [Zi Hi en | 
®, —— — 
dr 7 


Zu diesem Zwecke wollen wir den oben angegebenen Ausdruck von #,(2I) 


in zwei andere zerieven. Indem wir setzen: 











I; ‚pp u 
d ’ Si 2 os 29 EN | + AN, (u o— I u) 
Pi (2; A, 2 u ee uU Ss —z U) — r . 
TE 
{ „BR: Mm 2 In mM 
Rn 29 mn min og AU, "P—z"W) , A’A, (u 2 — zu) 
Pı(23,) = 3A,(u’ 3 zu)—3 Be Bra Viree | , 
i dr? 
dı r 
Ir un +3} 1) hate 
woduren Mal Hält. 
( ." —— £ * \ si 4 
DEE 3 Be T 1/7 FT, | 


Der erste von diesen Ausdrücken ist derselbe, der im vorhergehenden Para- 
sraphen mit 9, (3,) bezeichnet wurde, und wir entnehmen von dort den Werth 
der Dillerenz: 


d h. A,A 


/ d rr() In % 
D5 (7 


 h 


Was den zweiten Ausdruck anbetrifft. so wollen wir denselben ordnen 


nach den Dilferentialquotienten von U,, indem wir setzen: 


rrI as y CH 3 PR TE nn ‚ IN | Qgy’ m: 4 ıN\ 
4 ı\ 8 = 2. N, “1/7 4 1 3,1) 71 UF (31). 
P l - 
\lsdann ıst: 
4 ( Rn 65 u“ ! 4 ! Pe "| 0. Pi | PR | 
u gi r; [Fi Bu Ter < 7 m \ ur)z m Dh Ian f 4 (73 2 6 A 2 U ) 
,\ : " . (+. „(d4 \ / m, ! m ! 
-KF,(z1) = 2 (u 3 — 39u) — (u" 3’ — zu’ ) 
Y f} ‘ m. ı 
P,(23,)) = (uU z— zu). 


Diese Ausdrücke lassen sich einzeln leichter behandeln als die aus ihnen 


zusammengeselzle Funelion #/(z/). Ohne grofse Mühe wird man finden, dafs: 


| 
. DB (a  #' /(n PR | ' | m Al]; 
Ü| fi de Par | 3, ®, Aus re. u Ays-+ U Ay — U Ant; 
Eile "le, 9 1 De 
ES) a Erd) — ur UA — U Ayısf» 
4 Y # 4 Y ‘ | 
ar / ( RG vn Dan l ) ®,) _ Ts U. Fr 


u 
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wenn man der Kürze wegen setzt: 


' ; N 
A gm Mas ame u u u ’ An —— u‘) u’ u‘ ) # 
® n' vn nv ”) u A) ya 4) | 
ss | |) 29 zw) 





Um den rechten Theil der ersten von jenen drei Gleichungen zu Irans- 
formiren, benutzen wir die identische Gleichung: 
ul — u Ay, - u" Au wi - ), 
mit deren Hülfe der rechte Theil der genannten Gleichung sich also darstell! 
I 
d— (A,:- ME.) 
u #8 


\ | ! 
+-U A a A \ ie 
en . dr 





1 
Iaıf 
Pr u Aus, — - Fi. 


> 


wie auch der rechte Theil der zweiten Gleichung auf die Form zurückgeführt wird: 














l 
d— A,,; 
u ° » / / 
de we FrI (Lu <Lınz)s 
wenn man erwägt, dals: 
Mui.. / 4 dA,,, / 4 EA n 1 
— —— /ilnsa*t", z — — /LpaTtL 5. ee 37 # 4° 
dr 2377 #014 9 dr 24 | 01% dr 123° | 1 
Die obigen Differenzen werden hiernach: 
| 
en (Aus A235) 
ou FF) — ss, Pıle) = —— h 
dır 
1 
a, 1 
‘ Is ‘ j f tt 

vF(2)—zıFfi(vı) = — Ze A He 

da u 

| | | 

‘ m... ‘ ur 
v, F5(2,) — SF} (vi) —— As. 


Addirt man diese Gleichungen, nachdem man sie vorher der Reihe nach mul- 
tiplieirt hat mit W,, A, A;, so erhält man: 
d \ | 1 ! 


FF 7 { B >‘ "I; Be N g f } , 
v, ef (31) — 2ı = (©, _—— dr 5 — Aus“ 4, — (Ay — Ans) 


Addirt man endlich diese Gleichung zu der obigen, aus dem vorhergehenden 
Paragraphen genommenen Gleichung, so erhält man die gesuchte Differenz: 
dpP,(z‘) 


Du fo‘ dry F N\ — 
D, PS) —32) P,(v, er; PERL Ber 


dr 


worin: 


_ FR vo Alnas wi U; Ay N 4 


3\ 


: | 
7; (22 ) m U, Ay U; 
u 
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Die in diesem Ausdrucke vorkommenden Determinanten lassen sich 
sämmtlich durch eine einzige ausdrücken. Denn setzt man: 














Re ' Z 22 d\V ’ ’ 2 (4) 
yv=|u uw u w”| und —_  . v=luWwdu |. 
© v vn vn’ v Po Fl p® 
vw ww" ww” vw w ww’ w®) 
Pr Pr | PER || PA 2 z' „N „0% 
u Ey nv ro Ar 
so ıst: 
m—— en 3 es, 
j OV Yu OV A OV 4 oV 
/ =—— u . 3 mm — ——, =—- „== 
01 ow'" 023 dw’ 014 ou n 9 013 dw 


Man hat daher: 


er P,(22) Er Fri ! 2 rar HZ ® ar 


und wenn man in dieser Gleichung & mit = vertauscht: 


OV 


: ... ( \V OV Ö Y' 
d 3 ” — Ä 
I (3 ) —— y } A, 92 077 A, (Z © Oz 1 44 =Y 








Kehren wir aber zu der EEE Differenz zurück, und nehmen 
an, dals © ein Werth von x sei, welcher der Differentialgleichung 7, (2,)=0 
genügt, so verschwindet daraus das Glied 2, 7,(v}) und man erhält durch In- 
tegralion: 


fe F(z)de = — P,(z) 


mit Hülfe welcher Gleichung der zuletzt angegebene Ausdruck der zweiten 


Variation, wenn man selzt: 2,—=v,%,, übergeht in: 


b 
4A, fs 2 P,(2,)de. 


da 


Um diesen Integralausdruck wieder zu transformiren, bilden wir die Differenz: 








wo, P, (2, ) —2, P,(w;) = Mn R 
in welcher: 
7 Er u oV 
ut 92 Zn ow" 
( a A Sa I = > a A vo 
ow' FRI ow"äz m 


und (25) und 7 (ww,) die vorhin entwickelten Ausdrücke bedeuten. Man 
wird den Werth jener Differenz in einer einfachen Gestalt erhalten, wenn man 


sich folgender Relationen bedient: 
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OV 8V oV OV Y O*’V 




















du Oz Or aw ow"äz' ? 
r _. r | u J r ! 1 [4 ! ! a% / a 
oV 9% 07V 0V7' 88V 08V oV' 089 ı 98V BEFRER. v 
7 n | DE re er Gm \ zei m Vo — . 
du Or! or: Iw uw x" 0:9 dw! wHaz ua," 
OV 0V OV 0V __ Y oO’V 
Su" IT az Ar Swäzt? 
r O’"V 
{ ‘ rn q e 
et 8 Y a 
de ah euw"oz'” awozl! autäzt 


Sie wird hierdurch gleich: 














TB. Me | En da, — 
J Ar, | au"'dz'" er y' "0 _—_.yJ' Y N oO°’\V A V 
3 dr autäoz" 3 Iwtäz" EN dutdzgn 
(„IN e u 
ow"oz’" 


3% 


Man hat daher, wenn man für A, seinen Werth setzt a, may! 





2 » 
Pr, (2 — d;; IRTT, a PER d / \V 
u u . n; TO nn a 
A O’V öy'"'o) O’\V 
ou'Aoz'" FOLT Ed 0 PA 


Läfst man nun «w einen Werth von 2% bedeuten, welcher der Differentialglei- 
chung #,(2})=0 genügt, so verschwindet das Glied &/ #,(w}) aus der letz- 
ten Differenz, und man erhält durch Integration: 


5 Tr P - “u 
fw: ; (25) de _— — P,; (23). 


Mit Hülfe dieser Gleichung geht endlich der zuletzt angegebene Werth der 
zweiten Variation. wenn man setzt 2, = w, 2,. über in: 


»b - dd 
A, = f 3 P,(2; )de. 


a 


Setzt man hierin für 7,(23') den vorhin angegebenen Werth, ebenso für 2; 


> 


seinen Werth: 
O’V 
ae V auOoz" 
3 EE e. 2 by) 


arm 
16) nv 





so erhält man die gewünschte Form der zweiten Variation: 


Jourual für Mathematik Bd. LIV. Heft 3. 
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Um die zweite Variation auf diese Form zurückzuführen, bedurfte es 
nicht der weiten Rechnung, die man jedoch als eine Controlle betrachten kann 
der vorgetragenen allgemeinen Theorie, welche jenes Resultat ohne Weiteres 


ergiebt. Es sind vielmehr die Relationen zwischen den in den Ausdruck m. 
V 


BT; 


a) 


eingehenden willkürlichen Constanten, welche wenigstens einen Theil dieser 
Rechnung notlhwendig machen. Werfen wir also einen Blick auf die Art und 
Weise des Eingehens der willkürlichen Constanten in den genannten Ausdruck. 

Da u, v, w Werthe von x bedeuten, welche sämmtlich der Differential- 


gleichung F(z)=0 genügen, so haben sie die Form (67.) 
u — an mn -erlt;, 
wu bir, ber, dor; 
ww = c,r, + VA u 7 LE 


Die 18 in diese Ausdrücke eingehenden Constanten «, Ö, ce sind jedoch nicht 
ganz willkürlich, sondern v ist ein Werth von &, welcher der Differential- 
gleichung #,(2,)=0 und w ein Werth von 2, welcher der Differentialglei- 
chung 7,(27)==0 genügt. Der ersteren Gleichung, » für 3 geselzt, wird 
durch eene Relation zwischen den Constanten identisch genügt, weil #,(2))=0 
das erste Integral ist der Differentialgleichung 7(z)=0. Der zweiten Glei- 
chung, w für & gesetzt, wie auch der Gleichung #, (2) = 0, wird durch zwei 
Relationen zwischen den Constanten identisch genügt, weil #,(2})=0 das 
zweite Integral ebenderselben Differentialgleichung ist. Diese drei Relationen 
machen also folgende drei Gleichungen zu identischen: 
rw) 0, P(w,)—0, P,(w)—U, 

und man erhält diese Relationen etwa dadurch, dafs man der Variable x einen 
bestimmten Werth zuertheil. Aber es braucht auch nur die letzte Gleichung 
identisch erfüllt zu werden, die beiden anderen werden dann von selber iden- 
tisch erfüllt. 

In der That. differenzirl man die Gleichung #,(w,;) = 0 zwei Mal nach 


r, so erhält man 


dB, (w) d?W, (w‘) 


—=(, —_—ı — 


dr ur, + 2 
zwei Gleichungen, welche ebenfalls identisch erfüllt werden. Diese beiden 
Gleichungen bedingen aber die genannten #, (v)=0, F,(w,)=0, wovon man 
sich leicht überzeugt, wenn man die linken Theile der beiden ersten Glei- 
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chungen darstell. Man hat nämlich mit Rücksicht auf die früher aufgestellten 
Gleichungen. wenn man in ihnen w oder » für & setzt: 








} Kr ; AP (u 
(ww) — uw, P,(v,) = - 
ı( 1) (0) = 
und: 
Ge, a er: 
z En dx FRTH de! ° 


denn es fallen die noch hinzukommenden Glieder 
wi (u Pe) — v Pu) — ev, (u Pw)— mw Plu)) 
fort. weil z, v, w« der Annahme nach Werthe von & bedeuten. welche der 
Differentialgleichung #(2) —=0 identisch genügen. 
Um nun statt der genannten 18 Constanten a, 6, ce die bequemeren 
neuen Determinantenconstanten einzuführen. wollen wir mit dem Zeichen 
|zA u] die Determinante bezeichnen: 


a, a; d, 
[zu] = |b, b, b, 
C, C; C. 








Da #, A, w irgend welche von den Zahlen 1, 2, ... 6 bedeuten, so wird 
man 20 verschiedene Determinantenconstanten haben, deren Verhältnisse allein 
in den zuletzt angegebenen Werth der zweiten Variation 4, eingehen. Sie 
repräsentiren daher nur 19 Constanten. Zwischen diesen Determinantencon- 
stanten haben ‚wir aber die Mn 


oV | oV' 
u P,(w; ') er 2 Izır 77 +4, a + 7) UI — —/, 


in welche auch nur die Verhältnisse jener Determinantenconstanten eingehen. 





und von welcher Gleichung man weils, dafs ihr durch drei Relationen identisch 
eenügt wird. Diese drei Relationen wird man daher aus den drei Gleichungen: 


5 ap“ uw, (w‘ 
du P,(w‘) — d Bw) _ og 
dx da“ 








uP,(w,) =V0. 


erhalten können, indem man der unabhängigen Variabeln x bestimmte Werthe 
zuertheilt. Da aber in diese drei Gleichungen auch nur die Verhältnisse der 
Determinantenconstanten in linearer Weise eingehen, so bleiben von den 19 
Constanten nur noch 16 willkürlich. 

Andererseits hat man aber zwischen den 20 Determinantenconstanten 


folgende 30 Gleichungen, in welche ebenfalls nur ihre Verhältnisse eingehen: 
35 * 





21. 


[123]-[145] — [124]-[135] + [125]-[134] — 
[123]-1146] — [124]-[136] + [126]-1134] = 

1123]-[156] — [125]-[136]-- [126]-[135] — 
[1241-1156] — [125]-[146]-- [126]. 145] — 
[134]-[156] — 1135]-[146] + [136]. [145] = 
[213]- [245] — [214]-[235] +- [215]-[234] — 

[213)-[246] — [214]-[236]+ [216]-[234] — 
[213]-[256] — [215]-[236] -- [216]- [235] — 
[214]-[256] — [215]-[246]-+ [216]-[245] = 
[234]-[256] — [235]- [246] --[236]-[245] = 
[321]-[345] — [324]-[315]-+ [325]- [314] — 
[321]- [346] — [324]: [316] + [326]-[314] 
[321]-1356] — [325]: [316] -- [326] - [315] 
[324]- [356] — [325]: [346] 4- [326] -[345] = 
[314]-[356] — [315]-[346] + [316]-[345] = 
[423]-[415] — [421]-[435] + [425]- [431] 
[423]-[416] — [421|-[436] + [426] -[431] 


\ 


| 


Il 


[423]- [456] — [425]: [436] -- [426]-[435] — 
[421]-[456] — [425]: [416] -- [426]-[415] = 
[431]-[456] — [435]-[416] - [436]-[415] — 
1523]- [541] — [524]-[531] + [521]-[534] = 

[523]- [546] — [524]: [53 01 [526]-[534] — 

[5231- [516] — [521]- [536] + [526]- [531] — 
[524]-[516] — [521]- 1546] 4 [526]-[541] — 
[534]-[516] — [531]-[546] + [536]-[541] = 


[623]- [645] — [624]: [635] +- [625]-[634] — 
[623] [641] — [624]- [631] -- [621]-[634] — 
[623]-1651] — [6251-[631] + [621]-[635] : 

1624]- [651] — [625]- [641] -- [621]-[645] = 
[634]: [651] — [635]- [641] + [631]-[645] = 


Von diesen 30 Gleichungen, welche sich alle aus einer von 


unabhängig. 


1124] 


1123] 


Denn es lassen sich die 10 Determinanten: 


[356] [456] [156] [245] [246] [235] 
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LE: EE 


.ai2 425 


= 





ihnen durch Ver- 
tauschung der Elemente ableiten lassen, sind jedoch nur 10 von einander 


236] 


\256] 

















w 
a, 
Se 
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durch die übrigen 
1125] [126] [134] [135] [136] [145] [146] [345] [346] [234] 
ausdrücken wie folgt: 


1123] — FE 126]-[135]—[125]-1136]) 


























[124] = [1 e1126]-[145]— [1125]-[146]) 

1356] — em 

[456] — Ba a 

1156] — - 7 

12451 — Pl cn126)-1145]— 1125]. asp + HDLIPH 
12161 = E39] 1126)-1145]— 1125]. 11a0pp 4 EI 
12351 — 4 Cr1a01.1135] —125]-[13077 4 IS 


36]-[234] 
[134] 





1236) — U] (1126]-1135]— [125]-[136)9 + F 
256] — [2] Ben le [345] De 
N = [145]-[136] — [146]-[135]; 

und diese Ausdrücke genügen allen jenen 30 Gleichungen. Die beiden ersten 
Ausdrücke ergeben sich aus den Gleichungen (1.) und (2.). Die drei fol- 
senden aus den Gleichungen (15.), (20.), (5.). Hierauf die Ausdrücke 6 
und 7 aus den Gleichungen (16.), (17.). Die drei letzten Ausdrücke der 
Determinanten endlich aus den Gleichungen (11.), (12.), (29.). 

Da hiernach zwischen den Verhältnissen der Determinantenconstanten 








noch die 10 zuletzt angegebenen von einander unabhängigen Gleichungen be- 
stehen, so reducirt sich die angegebene Zahl 16 der willkürlichen Constanten. 
welche in die transformirte zweite Variation eingehen, auf 6. 

Diese 6 willkürlichen Constanten müssen sich nun so bestimmen lassen, 


OY ana Eu 
dafs der Ausdruck 5m für keinen Werth der unabhängigen Variabeln « 


zwischen den Grenzen der Integration « und 5 verschwindet, wenn das In- 
tegral 7 ein Maximum oder Minimum sein soll. 
Heidelberg, im Mai 1857. 








= ee en 











22. 


Proprietes d’un systeme de courbes algebriques 
ayant en commun un certain nombre de points. 
(Par M. Woepchke.) 





Nous avons vu (Tome LIII de ce Journal, page 260) que si l’on a 
un systeme de trois courbes de l’ordre rn passant par An(a—1)-+1-+r memes 
points. on pourra mener, par les (na —1)(n--2)—r autres intersections de 
C, avec Ü, une courbe ec, de l’ordre a—1 qui coupera, en oulre, chacune 
des deux courbes ©, et C, en 4(n—1)(n—2)-+r points, ei qu’alors, si par 
ces deux groupes de 4(n —1)(n—2)--r points et deux fois 2(n—1)—r 
points, pris respectivement parmi les intersections de (€, avec Ü, et C,, on 
mene deux aulres courbes ec, el ©, de l’ordre n—1, ces deux courbes passent 
par 4(» —1)(Rn —2)--r memes points situes sur la courbe C.. 

Mais la courbe ce, est aussi bien determinde par les 2(n—1)—r inter- 
sections de CE, avec &, et les 4(n—1)(n—2)-+-r points situes sur EC, quelle 
a en commun avec ©,. que par les memes 2(n—1) — r intersections et les 
ı(n—1)(n—2)-+r points situes sur ©, qu’elle a en commun avec c,. On 
pourra donc aller de la courbe c, a la courbe e,, et de celle-ci a la courbe c;, 
qui alors devra passer par les 3(n—1)(n— 2)-+r intersections de ce, avec ©. 
C’est ce qui nous permet d’enoncer le m&me theoreme de la maniere suivante 
qui se prete facilement aux generalisations que nous allons donner ci-apres. 

Sozent UÜ,, C,. C, trois courbes de l’ordre n, passant par 
in(n—1)--1- 7 memes points, r elant un des nombres 0,1, 2,...,2n—3. 
Par les 4n—1)(n-+2)—r autres intersections t,, des courbes CE, et C, 
et par r points pris a volonte sur la courbe Ü,, faisons passer une 
courbe c,, de lordre n—1 qui coupera, en outre, C, en An—1)(n—2)-+r 
points. Par ceux-ci et A n—1)—r points pris parmi les Xn—1)(n+2)—r 
points %,, communs aux courbes ©, et C, outre ceux qu’elles ont en com- 
mun avec Ü,, menons une courbe c,, de lordre n—1; elle passera par 


toutes les \(n—1)/n-+2)—r entersections i,, el coupera, en oulre, Ü, en 
(an —1)(n—2)-/-r points. Par ces derniers points et 2(n—1)— r points 
pris parını les A (n—1)(n-+2) —r points i,, communs aux courbes C, et Ü, 
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ouire ceux quwelles ont en commun avec Ü,, menons de nouveau une 
courbe c,, de lordre n—1. Je dis que cette courbe passera par toutes 
les intersections i,, et qu’elle passera, en outre, par les 4 n—1)(n—?)-+-r 
intersections de c, , avec C, differentes des 4\n—1)(n+2)—r intersections ?, .. 

Par les 4n(n—1)--1-+r points communs aux courbes C,. Ü,. ©, 
faisons passer maintenant une quatrieme courbe €, de l’ordre rn. Alors, par 
les 4(n —1)(n—2)--r points differents des intersections %,, en lesquels Ü, 
est rencontree par €&,,. nous pourrons mener, oulre €,,, une courbe e,, de 
’ordre n—1 passant par 2(n—1)—r el des lors par tous les points ?,,. De 
meme nous pourrons mener une courbe ec, . par les inlersections de c,, avec 
©, differentes des intersections 2,, et par 2(n—1)—r des points ö,,. De ce 
qui precede il suit que e,,; et e,, passeront par 4 (n—1)(n—2)--r meömes 
points situes sur C, et distincts des intersections ö,, et 2,,. et je pretends que 
ce sont les mömes 4(n—1)(n—2)-+-r points situes sur Ü, par lesquels pas- 
saient deja €; et C,>». 

En effet, chacune des courbes e,., €, ;, €, a en commun avec U, les 
ı(n—1)(n+2)—r points 2,5, 2,3, 2, respeclivement, outre lesquels chacune 
d’elles ne peut avoir en commun avec C, que 4(n—1)(n—2)+r points. 
Mais les courbes e,, et e,, passent par 4(n—1)(n—2)-+-r me&mes points 
de la courbe C, distinets des points 2,, et 2,,. et les courbes e,, et c,, passent 
par 4(n—1)(n—2)-+-r memes points de la courbe Ü, differents des points 
ö,5 et 2,,. I faut done que les 4(n —1)(n— 2)--r points de Ü, que c,, a 
en commun avec C,, et C,,, Soient les m&mes, parceque ces points sont distinets 
des 4(n—1)(n--2)—r points ö,, et que la courbe e,, ne peut rencontrer €, 
qu’en n(n—1) points. 

En faisant un raisonnement analogue pour une cinquieme courbe, et 
enfin pour un nombre quelconque de courbes de l’ordre n qu’on fera passer 
par les 4{n(n—1)--1--r points communs aux courbes C,, C,, C,, on obtien! 
le Iheoreme general suivant. 

S: on fait passer m courbes de lordre n, soient C,, C,.C;,.... C,,, 
par An(n—1)-1-+r memes points, r elant un des nombres 0,.1,2,.... 
an — 3. vl eristera, en general, une infinite*) de sysiemes de \m(m —1) 
courbes de lordre n—1, determinees de la muniere ci-dessus erposee, 
correspondant respectivement aux autres intersections des courbes Ü prises 





*) Pour r=0 il n’existe qu’un seul systeme de ceite espece. 
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deux a deux, et dont toujours m —1 passent par Yn—1)(n—2)-+r 
memes points silues sur chacune des courbes Ü. 

De meme, si on fait passer m courbes de Üordre n, sotent Ü,. C;, 
U)..... O,, par In/n--1--1--r memes points, r elant un des nombres 
0.1. 2. ....n— 3, tl eristera, en general, une infinite de systemes de 
Ian m —1) courbes de lordre n-— 2, correspondant respectivement aux 
autres iniersections des courbes Ü prises deux a deux, et dont toujours 
m —1I passent par (mn —1,(n—2)-+r memes points silues sur chacune 
des courbes Ü. 

Les !ım m—1) courbes de l'ordre n —1 ou n —2 se coupent, lrois a 
trois. en Lan/m —1)/im— 2) groupes de In(n—1)—r ou L(n—2)\(n—3)—r 
points, et sur chacune de ces courbes il se trouve m —?2 de ces groupes. 

II n’est pas besoin de dire que ces deux theoremes donnent lieu A 
un tres-grand nombre de corollaires et d’applications. Nous n’en citerons 
ici que quelques -uns des plus simples. 

Soient Ü,, C©,, C;, ..., Ü©,„ une serie de cercles se coupant en un 
meme point P. Sur la eirconference du cercle €, prenons un point quelcon- 
que p,: par pP, et le second point d’intersection de Ü, avec C, menons une 
droite qui coupera C, en un point ps; par », et le second point d’interseclion 
de Ü, avec Ü, menons une droite qui coupera C, en p,; et ainsi de suite. 
Je dis que la derniere droite qu’on mene par p, et le second point d’inter- 
section de ÜC,, avec C\,. passera de nouveau par le point p,. que le polygone 
de m cötes ainsi obtenu sera semblable au polygone forme par les centres 
des cercles, et que chacune de ses diagonales, soit p,P,, passe par le second 
point d’intersection de deux des cercles proposes, a savoir C, et C;. 

Soient Ü,, ©, C,. ...,. C,„ une serie de coniques ayant un contact 
du second ordre en un point P et se coupant deux ä deux dans un autre 
point que nous appellerons ö, ,; pour les deux coniques C, et C,. Sur C, 
prenons arbitrairement un point p, et menons p,%,, qui coupera C, en un 
point »,; menons de meme p,?,, qui coupera ÜC, en un point »;; et ainsi de 
suite. La droite p,„2,„ viendra repasser par p,, et chaque diagonale PaPs 
du polygone »,92Ps:-..P„ Passera par un point! >, , interseclion des coniques 


C, et C;. 


c 


Soient Ü,, ©,, C,, .... Ü, une serie de courbes du troisieme ordre 
passant par sept m@mes points et se coupant, en oulre, deux a deux en deux 
points. Appelons les deux points d’intersection des courbes CE, et C, les 
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points 2, ;. Les deux points 2,, determinent une droite ec, .,, les points 3, , 
une droite €, ,;. les points 2,, une droilte e,,, et ainsi de suite jusqu’ä la 
droite @„.,. Je dis que ces m droitles forment un polygone de m cöles dont 
chaque sommet se trouve sur uno des courbes Ü respectivemen!, et que. dans 
chaque sommet de ce polygone concourent, en oulre, m — 3 aulres droites e, 
ou que chaque diagonale du polygone passera par un couple de points ;. 

Prenons un des cas les plus simples de ce dernier corollaire. Soieni 
C,. C;. C, trois cercles passant par deux m&mes points. Sur la eirconfe- 
rence de EC, prenons un point queleonque a, de m&eme sur C), un point b, ei 
sur C, un point e. La droite ab coupera Ü, en un second point, et la droite 
ac coupera C, en un second point; appelons ces deux points @ et &,. De 
meme dba coupera C, en un point /,, et be coupera EC, en un point ß;. 
Enfin ea coupera €, en un point y, et eb coupera C, en un point y.. Je 
dis que les droites &,«, et ,, se rencontreront en un point p, site sur la 
circonference de C;; que les droiles o,o, el Yyıy, Se renconlreront en un 
point 9, situe sur la eirconference de Ö,; et que les droites P,P, et Y,7 se 
rencontreront en un point p, silue sur la eirconference de CÜ,; enfin que le 
triangle »,9:p; sera semblable au triangle abe. 

Faisons encore une application aux courbes du quatrieme ordre. Soient 
C,. ©;, ©; trois cercles passant par deux me&mes points. Sur la eirconference 
de C, prenons deux points a, a’; sur la circonference de €, deux points 5b, 6; 
et sur la circonference de €, deux points e, ec’. Le cercle Ü, et les deux 
droites de, b’c' couperont le cercle C, et les deux droites «ec, a’c' encore en 
six points 2,,; de meme Ü,. be, b’c' ei Ü,. ab, a'b' se couperont encore en 
six points ?,,; et Ö,. ac, a’c' et Ü,, ab, «'h' se couperont encore en six 
points 2,;. Je dis qu’il existera deux courbes du troisieme ordre passant en- 
semble par six m&mes points situes sur le sysieme C,. be, b’c’, passant l’une 
par les six points 2,, et l’autre par les six points 2,,. coupant, en outre, l’une 
le systeme C,, ac, a’c’ en six points p, et l’autre le systeme Ü;, ab, ab), 
en six points p;, et se rencontrant enfin en trois points de telle fagon que 
les vingt-un points 2,3, 92, Ps et ı sont silues sur trois droites. 


ul. 
D’apres ce qui a ete demontre (Tome LIII. page 260 de ce Journal) 
trois courbes C de l’ordre n qui passent par 4n(n—1)-+-1-+-r memes points. 
Journal für Mathematik Bd. LIV. Heft 3, 36 
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donnent lien a trois courbes C’ de l’ordre a—1 qui, ä leur tour, passent par 
In(n—1)—r memes points. 

Nous faisons observer que, en vertu de ce m&me theoreme, sir<n—1, 
les trois courbes Ü’’ donnent lieu, a leur tour, A trois courbes €" de l’ordre 
n» —2 qui passent par A(n—?2)(n—3)-r mömes points. 

De meme, sir>0, les courbes EC’ donneront lieu ä trois eourbes Ü" 
de lordre an — 3 passant par 4(n—2)(n— 3) — (r—1) memes points. 

Sir<n—2, les courbes EC’ donnent pareillement lieu ä trois courbes 
U" de l’ordre n—4 passant par (nn —4)(n—5)-+r—1 memes points, 
lesquelles, si > 1. donnent lieu a trois courbes CE de l’ordre an — 5 passant 
par 4n —A)(n—5)—(r— 2) memes points. 

En continuant ainsi on voit qu’on peut arriver A trois courbes de l’ordre 
n-—-2p, si lon fat r<n—p et >p—2; el a trois courbes de l’ordre 
n— (2p--1), si lon fait r <n—p et >p—1. Consöquemment, pour ar- 


A . ' n—1 n—93 | } 

river jusqu’a Lrois droites, il faut prendre —5— OU —5— pour r, sin esl 
. . N N 4 ’ . 

impair, et — ou ——1, sin est pair, 


Prenons par exemple trois cercles C,, C,, C, passant par deux me&mes 
points P et Q, et trois droites D,. D,. D, passant par un me@me point AR. 
Le cercle ©, et la droite D, couperont, en outre, le cercle C, et la droite D, 
en qualre points ö,.. De m&eme C, et D, couperont C, et D, en quatre points 2,5: 
enfin €, et D, couperont Ü, et D, en quatre points %;. Par les quatre 
points %,, nous pouvons faire passer (de deux manieres differentes) deux 
droites que nous designerons ensemble par c,,, et qui couperont le cercle ©, 
en deux points p, et le cercle C, en deux points p,. Je dis que les quatre 
points ?,, et les deux points p, seront sur une conique €,,, que les quatre 
points ?,, et les deux points p, seront sur une conique €,,, et que les co- 
niques €,. et €, Se couperont en quatre points dont deux seront situes sur 
les deux droites &,,, et les deux autres sur le cercle C,, mais de telle facon 
que si l’on designe ces deux derniers points par p,, les trois droites qui 
passent respectivement par les deux poinls p,, les deux points p,. et les 
deux points >,, et que l’on peut designer respectivement par ce, &, cl. 


concourent en un meme point 9, 
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uaR. ’ 

Mentionnons encore deux theoremes relalifs a des lignes droites qui 
decoulent immediatement du Iheoreme demontre lome LIII. page 260. 

1. Soient D,. D,, D, et Di, D\, D‘, deux faisceaux de droiles issus 
de deux points A et 3. Appelons ?,, les deux points d’intersection de P, 
avec PD, et de D avec D;; de meme appelons ’,, les deux points d’inter- 
seclion de D, avec D} ei de D, avec D,; et 2,, les deux points d’interseclion 
de D, avec DY, et de Di avec D,. Les trois droiles €,.. E53, &, deler- 
mindes respectivement par les couples de points ?,., ?,;. %,, concourronl en 
un meme point Ü. 

On voit ais&ment que, de la m&me maniere, le faisceau Ü, ainsi obtenu. 
donne lieu, a son lour, combine avec le faisceau A, au faisceau BD; ou com- 
bine avec le faisceau DB, au faisceau A. 

De ce theoreme on deduit, comme on sait, le theoreme correlatif, que 
si l’on a sur une droite trois points @, d, c et sur une autre droite trois 
poinis «, P, y, les points d’intersection de «aß avec ba, de uy avec ca el 
de by avec cP sont en ligne droite. 

Si chacun des deux faisceaux se compose de m droites, les points 2 
donnent lieu a 4n(m—1) droites ce qui se coupent, trois a trois, en 
Im(m—1)(m — 2) points, et sur chacune des droites e se trouvent nm — 2 
de ces poinis. 

2. Par le sommet @ d’un triangle «öc menons une droite A, par le 
sommet 5 une droite B, et par le sommet e une droite C’; appelons ;,, le 
point d’intersection de A avec B, :,, le point d’interseclion de A avec €, 
et 2,, le point d’intesection de 3 avec €. Par %,, menons une droile quel- 
conque c,, coupant ab en p, et ac en p,. Je dis que les deux droites 2,,P. 
et 2,39; se coupent sur be. 


Dessau. au mois de juillet 1857. 
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23. 


Integration der linearen Differentialgleichung 
(1.) @+b,2)y +a+be)y+(a+bz)y = 0. 


1 


(Von Herrn Spitzer.) 





Laplace setzt das Integral obiger Differentialgleichung voraus unter 
folgender Form: 
772 vr 
Fan eV du, 
u, 


unter V eine Funclion von “, und unter w, und %, constante Zahlen ver- 


standen. 
Man hat dann: 


we) te ’lo 
Y zu F ue'“V du, Ri we" V du, 
ur 


u 
und setzt man der Kürze halber: 
Ur du +4, -- D.. 
WW +bu+b,, =TU,. 


so ist das Resultat der Substitution von (2.) in die vorgelegte Gleichung 


(3.) F DL U,2)e"Vdu = 0. 


4 


Nun ist aber 


77 2 E u Ua "u ] 
/ U,0e”"Vdu = |" U, v\ / "ge a du, 
und wird diefs in (3.) eingeführt, so erhält man: 


lu v H/"erfuvr -2o) = 0, 


4; 


welche wirklich identisch wird, wenn 


(4.) U, y_ WU. V) 


ou 


ist, und wenn ferner «, und x solche constante Zahlen sind, welche die 


— VÖ 





Gleichung 


BE) Fu Od 
befriedigen. Aus (4.) folgt: 
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Ü, 


1 —. du 


Ba JU, 
V-7 


e 9 
welche, wenn 
U, A, 5b 
a m u—a 1 u—Pß 





ist, die Gestalt annimmt 
= (u— a)t(u— ByP-ter. 
Die Gleichung (5.) geht über in 
(6.) Mm—o)u— Prem) — 0 - 


und wird, falls A und D positiv sind, befriedigt für 
ud, u == ß, 
Man hat daher in diesem Falle für das Integral der vorgelegten Gleichung: 
‚p 1 ux-+ 


— dıs 
U e 2 du. 
i 


Y: 
“ 


[7 





Ich will nun untersuchen, in welchem Falle der vorgelegten Differential- 
gleichung genügt wird durch folgenden Ausdruck: 


?) y- Te Vlog|(@,-+b,x2) W ]du, 


u 


unter W eine, einstweilen noch unbestimmte Function von verstanden. Der 
Ausdruck (7.) läfst sich auch so schreiben: 


y — log(a,-+b,x) / Per y du-- / gu Jog W du, 


alsdann ist: 


b. 477 f" f® . 
P | 2 UX su f .r UxX 5 ae“ X 
fm ul e"“V du--log(a,- bc) ue'“Vdu - ue““V log Wdu, 


u} 


b? "lg : 2h. ua 2 
Y'— — er / e"“ Vdu + —— / ue““V du 
(@,+b,.%) EL 


u 
’ug R ug r 
+log(a;+ ba) f We" V du +/ we V log Win, 
ly 14} 





und folglich hat man: 
(9;+b,a2)y"+(1+be)y+(a,+b,0)y 
FrR u 7 4 2b, / "eV du 


a,+b,x 
tr P, 4 4 


+log(a,--b;, 2) BUS: U,x)e"“Vdu +/"W, +-U, re“ V log Wu. 
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Der mit log(a,--d,x) multiplieirte Ausdruck verschwindet in Folge der Glei- 
chung (3.),. nehmen wir ferner an, dafs 
b,(a,+b,x)—b; 
a,+b,x 


eine constante Zahl und folglich gleich d, ist, so hat man. wenn man 


2,u1b = U, 





seizi. 
(@, 


+ b,a +(4+bd,2)y (+ b,2)y 
f e X VUidu- S (U,- -U,x)e“*V log ## du. 


Nach der Methode des theilweisen REN hat man: 


’1u2 z : dei lg "ua r " y\ 
/ T,xce“VlogiW du ——— ee, y log pi / a 1 ) du, 
2 74 u 





14] 


nun ist aber vermöge der Gleichung (5.) der aufser dem Integralzeichen 
stehende Ausdruck gleich Null, folglich hat man: 


(4, b,.x) Y'-i r (a, -} +b,x) yi e = b,2)y 
u Kb WU U VlogW) 
JS” [vo 4 O,V1ogW U E Tau, 


und dieses verschwindet, wenn man W so wählt, dafs 
d(U,Vlog W) 











U,V --U,V log W — u — > 0 
ist. Diese Gleichung ist sehr leicht zu integriren, man findet nämlich 
VW == CU,. 
Wenn daher 
b, (a +b,2)—b? 
bi, 


a, +b,.r Can 


a,b, > d; b, fe — 


ist. so ist das complete Integral der Gleichung (1.) 


re Af”e “Vdu- Bf"es Vlog[(a-+b,2)(b&u-+d,u--d,)]du. 


d. h. wenn 


Es ist auffallend. dafs Herr Prof. Jos. Petzvul, der sich doch so viel mit 
der Integration der linearen Dilferentialgleichungen, und vorzüglich mit denen 
der genannten Form beschäftigte, nicht zu diesem Integrale gelangte. 





— NETTER ee 

































































24. 


Note sur un theoreme de M. Brooschi. 
(Par M. Faa de Bruno.) 





I: me semble que l’equation 





4 AV | | . 
(1.) Sl (r—m-N1)e„_ıV; 


qui forme l’objet du theoreme, que M. Brioschi a insere dans ce Journal 
(vol. 53, page 372) peut Etre demontre tres-facilement en suivant la voie que 
je vais exposer. 
On a en effet (voir le Memoire de Jacobr, tome 15, page 102); 
2.) Zu," 0 


m,r 
Mais d’apres un Iheoreme connu, on a aussi 
.. dV 


(3.) 6 AV 


da, da, 








Partant l’equation (2.) pourra se transformer en celle-eci 
e n dV 
4. Zur — =). 
( ) eo m,r da; 


Or, il est evident que le premier membre de celte @qualion devra s’evanouir 
avec V et le contenir par consequent en facleur, car il ne peut pas y avoir 





d’autre condition entre les coefficients que celle V —=0. 
Il viendra done 
dV : 
> ;; — gJ 
m,? da; 7 2 


q etant un facteur algebrique qu’on determinera tres-aisement. Il suffit pour 
cela d’observer que le premier membre est de degr& 2m -;-1 par rapport aux 
coeffieients e, et de degre 2m par rapport aux coefficients «. D’ailleurs son 
poids est celui de VY+-m-+-r—1—r; done 4 ne pourra ötre que de la forme 


4 
q a. GCn-ı 
g’ etant un coefficient numerique, qu’on trouvera egal an — m-1, en comptant 


combien de fois le coefficient c„_, entre positivement et negativement dans 
les quantiles e. 
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Corollaire. En faisant varier m de 1 a n dans la formule (1.) 
on deduit celle-ci: 


























AV u AV | ir AV | dV 
— BT nn — ..... 5 1 —. 
da, . de, \ Ey )6 de, , 7 ir 'de,, 
et par l’echange de a en ec, 
AV u; dV ne dV | ” dV 
de “Wu de, | et 
r ”: r.2 r,n 
De la, au moyen d’un theoreme connu 
AR 0 dR f'(a dR 
3: BIiERT a — m — E33 
da, Br do, de, zu de," 
x etant la racine commune. et enfin 
Lt, u 
Li— 40 (2) — — 0. 
I (@) da, a de, 


Turin. le 22 Juin 1857. 

















































25. 


Proprietes de certains systemes de surfaces du 


seeond ordre. 
(Par M. Woepeke.) 





N oient S,.8. 8,,. 8, qualre surfaces du second ordre passant 
par cin« memes points. Les surfaces S,. S,. 8, se couperont, en outre, 
en trois points i,a,; el pareillement S,. S,. 8, se couperont en trois 
pormts 35,5 I, 85. 08, en tross points i,,,; et S,, S,. NS, en frois points 
ty. es qualre groupes de trois points determinent quatre plans qu'on 
peut designer respeclivement par P,.;, Pı... Pı,. et P,,.. Je dis que 
5, 8, Ps; 


J 


et P,.. passent par un meme point p,.; que S,, S;. P,»; 
et P,,. passent par un meme point p,,; que S,. 8,. P,.. ei P,,. passent 
par un meme point p,.; que 8,, S,. P,., el P,,. passent par un ıneme point 
Ps: que 8, S,, P,.. el P,,. passent par un meme point p,.: que 8, 
S,. P,;. et P;;. pussent par un meme point p;,; que S,, P,>:, Pı::, 
P,;. passent par un meme point q,; que 8. P,>;. Pı>.. P;;. passent 
par un meme point g; que S;, P,.,3. Pız.ı, Pı,. passent par un meme 
point g;; et que 8,, P,>., Pıs., P.;. passen! par un meme point y,. 
En effet, considerons les systemes (S,. Pa 3.), (8, Pı3.) et (8;, Pı 4) 
comme trois surfaces du troisieme ordre. Le systeme (8,, P,.,) passe par 
dix-sept des points d’interseclion de ces trois surfaces, a savoir 
1°. par les huit points d’intersection des trois surfaces S,, 8), 85; 
2°. par les trois points ?,., interseclions des surfaces SS; 8, et P.2s; 
3°. par les trois points 2, ,. intersections des surfaces 8,, 8, et P,,.; 
4°. par les trois points @,,, intersections des surfaces 8,, 8, et P,;.. 
Consequemment il passe aussi par les dix autres points d’intersection des trois 
systemes, a savoir 
1°. par les quatriemes points d’intersection de 8,, 8,. P,.., de S,. 8;. 
P,;. et de 8, 8;, P,,. respectivement; 
2°. par les six points dont deux sont les intersections de 8,, P,... Pıs.; 
Journal für Mathematik Bd.LIV. Heft 3, 37 
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deux les intersections de 8;, P,>4, P.;., el deux les intersections de 
3; P, 34 P, 34; 
3°. par le point d’intersection des trois plans Pı.4, Pısa, Prs«- 

Or, quant au quatrieme point d’intersection de S,, 8, P,.., il ne 
peut pas eire situ sur S,, attendu que les huit points d’interseclion des sur- 
faces 8,,. 8,. S,, a savoir les ceing points communs aux quatre surfaces 8 
et les trois points ?,,,. se trouvent deja parmi les dix-sept premiers points; 
ce point sera done situe sur P,,,; c’est le point p,.. Il en est de meme 
des quatriemes points d’intersection de S,. 8;, P,;. et de 8,, S;,, P,;.; 
ce sont les points p,, et Pa;- 

Quant aux deux points d’intersection de S,, P,>., Pı;., un seulement 
de ces deux points peut &tre situ sur S,, attendu que des qualre intersections 
de S,, 8,, P,.., trois, a savoir les points ?,,,. se trouvent parmi les dix- 
sept premiers points. ÜConsequemment l’autre point doit etre situe sur P,.,; 
ce sera le point g,. Il en est de mäme de l’un des deux points d’inter- 
section de S;,. P,.., P.;. et de l’un des deux points d’intersection de 8;. 
P\ 34, P:,;.; ce seront les points g, el @;. 

Le plan P,,, coupant ainsi les trois droites d’intersection des trois 
plans P,>4, Pıs4, P;;. en trois points distinets, ne peut pas passer par leur 
point d’intersection, il faut done que ce soil 8, qui passe par ce point qui 
sera le point q,. 

(Quant enfin au second point d’intersection de S8,, Pa, Ps, il ne 
peut pas etre egalement situe sur P,,;, altendu que les plans P,.,, Pas; 
P,,., n’ont qu’un seul point d’interseclion, a savoir le point g,; il faut donc 
que ce point soit sur 8,; ce sera le point 9,.. Il en est de meme des 
seconds points d’interseclion de 85. Pr, Pa, el de 8, P,,., P;3.; ce 


seront les points p,, el P.. 


il. 


Soient S,, S;, 8;, I, qualre surfaces du second ordre passant 


par sie memes points. Les surfaces S,, S,, 8, se couperont, en outre, 
en deux points ö,»,; et pureillement S,, 8, 8, se couperont en deux 
points üaı; Si, I;, 8, en deux points i,,.; et S,, S,, 8, en deux points 
i,,a. Pur les deux points i,,, menons un plan P,.;; &l coupera, en outre, 
S, et 8, en deux points p2, Sı et 8; en deur points p; et 8, et S, 


en deux points p,,. Par les deux points pı, el par un point i,., füisons 
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passer un plan P,,.; par les deux points p,, et par un point i,,, un 
plan P,,.; et par les deux points p,, et par un point i,,., un plan P,s4 
Je dis que P,.., passera aussi par lautre point i,,,, P,,. par l’autre 
point i,,, et P,,, par Vautre point i,,,; que S,, 8,. P,.. et P,,, se 
rencontrent en deux points p,,; que S,, 8,, P,.. et P,,. se rencontrent 
en deux points p..: que 8, 8,, P,,. et P,,. se rencontrent en deua 
points p,,; et que les quatre plans P passent par un meme point. 

En effet, considerons les systemes (8, P;;.), (85. Pı,.) et (8. Pı.. 
comme trois surfaces du troisieme ordre. Le systeme (S,, P,2;3) passe par 
dix-sepi des poinis d’intersection de ces trois surfaces, a savoir 

1°. par les huit points d’intersection des trois surfaces S,, 8,, 8; ; 

2°. par les deux points p,, et un point 2,., intersections des surfaces S,, 
S,, P,.2# 

3°. par les deux points p,, et un point 2,,,, intersections des surfaces 
I, 85, P, 34; 

4°. par les deux points p,, et un point %,,, intersections des surfaces 

S;, S;, P,3.4- 

Consequemment il passera aussi par les dix autres points d’intersection des 
trois sysiemes, a savoir 
1°. par les quatriemes points d’intersection de S,, 8;, Pı>., de S,. 8;. 
P,;. et de S,, 8,, P,,. respeclivement; 
2°. par les six points dont deux sont les intersections de 8,, P,... Ps. 
deux les intersections de 8,, Pı»4, Pr;. et deux les intersections 
de S;. P, 34 P; 34; 
3°. par le point d’intersection des trois plans Pi... Pısa. Prs«: 

Quant au quatrieme point d’intersection de S,, 85, Pıaa il ne peut pas 
etre sur P,.;, attendu que les quatre points d’interseclion de S,, 8,, Pı.;. 
a savoir les deux points 2,,, et les deux points 9,., se trouvent deja parmi 
les dix-sept premiers points. Il faut done que ce point soit sur S,. c’est 
a dire que P,.. passe aussi par l’autre point ?,... On demontre de la m&me 
maniere que P,,., et P,,. passent aussi par l’autre point 2, et par l’autre 
point 2,,, respeclivement. 

Quant aux deux intersections de S,, Pa, Pısı, elles ne peuvent 
pas etre situees sur P,,,;, attendu que les deux points d’intersection de ,. 
P,23, P,z., a savoir les deux points P,,, se trouvent deja parmi les dix- 
sept premiers points; consequemment elles doivent se trouver sur S;; ce sont 

37% 
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les points p,,. Il en est de m&me des deux points d’intersection de 8,, 
P,.. P:;. et des deux points d’interseclion de S;, P,;.> P,,.; ce sont les 
poinis 92, el 93.4. 

Enlin, S, coupant ainsi les trois droites d’intersection des plans P,.., 
DersnPars On. six points dislinets, ne peut pas passer par leur point de 
concours; c’est done P,,, qui passe par ce point, c’est a dire que les quatre 
plans P se coupent en un möme point. 


Vorollarres. 

1. Designons par 1. 2, 3, 4 les sommets d’un tetraedre et par F}, 
F,, F;,, HF‘, les faces du letraedre opposees A ces sommels respectivement; 
par un point quelconque x ei le sommet 1 faisons passer un plan //,, par 
et 2 un plan /7,, par n et 3 un plan /J,, par zn et 4 un plan 77,. Les trois 
points d’intersection (I7,,. I,. #3), (II,,. #5, II,), (F\. I1,, IT,) determinent 
un plan P,.,: les trois intersections (IT, IR, F\,), (II, F%,. IT,), (F\, IT,, I1,) 
un plan PP, ..,; les trois intersections (I1,,.4/7,, F',), (II,, F;, IT,), (F\, IT,, II,) 
un plan P, ,.; etles trois interseclions (/7,, //;,,. F\), (IT,, F;., II,), (FF, IT,,IT,) 
un plan P,;,. Je dis que les droites d’intersection (P, .3, Pa.) (Pı.,, Ps.) 
Pa» Pıs.): (Pı2,; P, 3. (Pan Ps), (Pısa, P.;,) rencontrent respeecli- 
vement les ardtes (#\, F3), (FF). F};), Fu. #7), Ir, #5), Fi, F}), (Fu F}). 
et que les points d’intersection (Pas, Pass Pısı), (Pıass» Pia, Pr5.). 
(Pas, Pia» Ps) (Pia Pısı, Pr.) sont respectivement situes sur /7,. 
I, 

2. Designons par F' et Y respectivement deux faces opposces d’un 
octaedre de sorte que Z, soit oppose A p,, FR a m elc. et que Fi, MR. 
F,. F, soient suivant l’ordre quatre faces concourant en un m&me sommet, 
el Pıs Pos Ps» Pr les quatre autres faces concourant au sommet oppose. Cela 
pose faisons passer un plan P,,, par les deux points d’intersection (F\, p;, #5) 
et (pı. Fr. 9). Alors les intersections (P,>3, #1, #5), (Pas, 91, p) et 


(pr, Er. F,) determinent un plan P,..; les interseclions (Pı23, Fi, 9), 


»/ 


(P,23,:9,9;) et (5,95, 4%) un plan P,,.. Je dis que ces plans et ces 
faces passent quatre a quatre par dix points de la maniere suivante: 

% P.243 F\; fa, P45 

2. Po» 95 95 #5; 

3. P, 34 (fr, F};, p4; 


(Paz, Ps #3) ei (Fi, #5, Y,) un plan P,,,; et les intersections (P,.,„ #;, F}). 
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v 
rt". P,24» Ps» F\, 49 
9°. P,2# P, 34; 1» 43 


6° P,2+: P, 34, (Pp3 .» F\;: 
7, P,245 P; 34, FE, f4; 
8°. P, 34 P, 34, | y 5 
9. P, 34 P, 34; 3» (4: 


10°. P,.:» P, 24; P,..45 P.,.- 


S: on fait passer m surfaces du second ordre par ciny memes 
pomts, vl ewiste Am(m—1)(m—2) plans determines par les autres inter- 
sections des surfaces du second ordre prises trois a trois. Ces plans 
passent m—? da m—?2 par A\m(m—1) points situes sur les intersechons 
des surfaces prises deux a deu.r, et trois a trois par Yın'm—1)(m—2)(m—3) 
pornts silues sur les surfaces une a une. Des premiers points il se trouve 
m—1 sur chaque surface et 3 sur chaque plan; des autres il se trouve 
(m — 1)(m—2)(m—3) sur chaque surface et 3(m — 3) sur chaque plan. 

En effet, considerons quatre quelconques des m surfaces, soient S;, 
SS, SS; 


S, et les plans P,.., Ps... passent par un m&me point p,, distinet des trois 


$,; en vertu de ce qui a ee demontre ei-dessus, les surfaces S;, 


points 2,,,. De meme, en remplagant la surface S, par une autre quelconque. 
2, P 
Or, 8,5, 8, et P,,, ne se coupenl 
Il faut done que le 
point ?5,, par lequel passe le plan P,,, et celui par lequel passe le plan P,,.; 


soit S,, les surfaces S',;, 8, et les plans P passent par un m&me 


0.4.0 


point 9,, distinet des trois points » 


d,n,u® 
qu’en quatre points dont trois sont les points 5, .. 
soient identiques. Consequemment il passe par p,, autant de plans qu’on peut 
mettre d’indices ä la place de o, hormis Öd et z, c’est ä dire m—2. 

En second lieu il resulte de ce qui a &t@ demonire ei-dessus, «me sur 
S; il se trouve un point 95.r,.u,. en lequel viennent concourir les plans P;.,.; 
P,,, et P, Remplagant la surface S, par la surface S,, il s’agit de 
savoir si le point g5,,,,,. intersection de P,,., Ps... et P,.., et egalement 


u,o* 


situ6& sur S,, est distinct de Y5,x.u,0, Ou non. Si les deux points g coincidaient. 
on pourrait remplacer successivement aussi 2 et « par d’autres indices, et il 
s’ensuivrait que lous ces points 4 affectes de l’indice d et de trois autres 
indices quelconques coincidassent, c’est a dire que tous les plans affectes de 
l’indice Ö passassent par un me&me point g5 situ& sur S‘,; de meme tous les 
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plans affeetes de lindice x passeraieni par un m&me point q, situe sur 8,; 
done tous les plans affeetes des indices Ö et x passeraient par deux memes 
points g5 et q,; mais nous avons vu que ces plans passent aussi par le point 
p5,,.5 consequemment tous les plans affectes de deux m&mes indices coinci- 
deraient, d’ou l’on deduirait de nouveau, en allant de proche en proche, la 
coineidence de tous les plans P. Les deux points g5,,, et 95,,u,. doivent 
done &tre distinets; d’ou il suit qu’il se trouve sur S, autant de points q que 
les m indices moins un admeltent de combinaisons trois a trois. On aura 
done en tout Aan(m —I)(m —2)(m — 3) points g. 


IV. 

Sı on fat passer m surfaces du second ordre par 6 memes points, 
il existe une infinıte de systemes de A\m(m—1)(m—2) plans passant par 
les autres interseclions des surfaces du second ordre prises trois a trois 
ei passant \m—?2) a (\m—?) par Am(m—1) couples de points silues sur 
les intersections des surfaces prises deux a deux, et qualre a qualre par 
m (an —1)(m—2)(m—3) autres points. Des premiers points il se trouve 
2 (m —1) sur chaque surface et 6 sur chaque plan, des autres ıl se 
Irouve m — 3 sur chaque plan. 

En eflet, il resulte du theoreme ci-dessus relatif a quatre surfaces que 
des qu’un plan P,,. est mene par les deux points ö,,.„, il rencontre les 
deux surfaces S, et S, en deux points p5,, tels qu’ils sont sur un meme 
plan P,,, avec les deux points A intersections de 8, et SS, avec une 
quatrieme quelconque 8, des m surfaces proposees. 8, etant quelconque, il 
s’ensuit qu’il passe par les points p,,, outre fe plan P,,,, autant de plans 
qu’on peut mellre d’indices a la place de go, hormis d, z et «, donc en tout 
m—2 plans. Mais on arrive au plan quelconque P,,. en menant d’abord 
par les deux points ?,., arbitrairement le premier plan P,., qui, une fois 
fixe, determine tout le systeme des plans P; en considerant ensuite que le 
plan P,..„ passe par les points p,. el 2,» et determine avec 8, et 8, les 
points 9,5 puis que le plan P,,. passe par les points p, et &,,, et de- 
termine avec 8, et 8, les points p,, par lesquels et les points ?,,,„ passe 
enfin le plan P,,.. lui-m&me, ce qu’il s’agissait de voir. 

Examinons en second lieu si le point d’intersection des plans P,,,; 
P,. Pau, P,..,. qui correspondent au groupe S,, S,, 8; 8,, peut 


e 
coineider avec celui des plans P,,., Pı.., Pi. P qui correspondent 


%,4,0 
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au groupe de surfaces qu’on obtient en remplagant S, par S,. Si cela etait, 
le point d’intersection de ces derniers plans devrait ä son tour coincider avec 
celui des plans P,,,, 
coinciderait avec le point d’interseclion des plans P,,,, Py;.> Pı,., P; 


ANGE I 


P,..> Ps...» P...,, et de la m&me maniere celui-eci 


lequel coinciderait de nouveau avec le point d’intersection des plans P,,,; 
P,i0 Pi.» Pr... Les indices de ces derniers plans sont entierement 
differents de ceux des plans que nous avons pris pour point de depart. On 
voit done que si deux de ces points d’intersection de quatre plans coincidaient, 
tous les plans P passeraient par un m&me point; mais on a vu que ces plans 
passent, en outre, m—2 a m—2 par un couple de points p; d’ouü il suit que 
tous les plans affectes de deux m&mes indices coincideraient. par suite de 
quoi enfin tous les plans P devraient coincider, ce qui ne peut pas &tre, I 
faut donc que les points d’intersection des quatre plans correspondant a chaque 
groupe de quaire surfaces soient distinets, ei qu’il y en ait autant que les m 
indices admettent de combinaisons quatre a qualre. 


Berlin. au mois d’aoüt 1857. 














26. 


Addition au me&moire sur la forme eanonique des 


fonetions binaires. 
(Par M. A. Cayley.) 





Dans le memoire sur la forme canonique des fonctions binarres 
(pag. 45 de ce volume) j’ai dit que M. Sylvester avait en oulre elendu sa 
theorie aux fonclions binaires des degres pairs 4 et 6; j’aurais dü dire, des 
degres pairs 4, 6 et 8. J’ai aussi omis de faire observer que les termes cano- 
nisant el lambdaique appartenaient a M. Sylvester. Enfin en citant dans la 
note les memoires de M. Sylvester qui ont rapport ä ceite Iheorie j’ai omis 
de citer le m&emoire On the calculus of forms otherwise the theory of ın- 
variants, $. VIII (Camb. and Dublin Math. Journal t. IX, p. 93) section qui 
porte le tilre On the reduction of a sextic functon of two varıables to 


the canonical form. 


Londres. 16 Juillet 1857. 























27. 


Über eine allgemeine Transformation der hydro- 


dynamischen Gleichungen. 
(Von Herrn A. Clebsch.) 





$. 1. 

Di. Gleichungen von welchen der Theorie nach die Bewegung einer 
Flüssigkeit abhängt. werden im Allgemeinen in doppelter Weise dargestellt. 
Entweder betrachtet man als die unbekannten Gröfsen des Problems die Ge- 
schwindigkeiten, welche zu einer gewissen Zeit an einer Stelle der Flüssig- 
keit exisliren, man behandelt sie als Funelionen des Ortes und der Zeit. und 
velangt auf diese Weise zu einem System von vier partiellen Dillferential- 
gleichungen erster Ordnung. welches den Namen des Kuler’schen führt. und 
hat nach Auflösung dieses Systems ein System von drei gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichungen zu lösen, um die Bewegung eines einzelnen Flüssigkeits- 
theilchens zu bestimmen. Oder man führt die Coordinaten eines Flüssig- 
keitstheilchens als abhängige Variable ein, und gelangt zu einem System von 
abermals vier partiellen Dilferentialgleichungen, mittelst dessen man jene Coor- 
dinaten als Funktionen der Zeit und des Anfangszustandes bestimmt. Dies 
(st der Weg, welchen Lugrange in seiner analytischen Mechanik eingeschlagen 
hat. Man umgeht so die Auflösung eines hinzuiretenden Systems gewöhnlicher 
Differentialgleichungen,. aber die Gleichungen des partiellen Systems werden 
bis auf eine von der zweiten Ordnung; auch scheint es milfslich, dafs die 
charakteristischen Eigenschaften der wichtigen stationären Bewegung in dieser 
Form wenig deutlich hervortreten. 

Man kann indels das Problem noch auf eine dritte Art behandeln, 
weiche gerade in dem erwähnten Falle eigenthümliche Vorzüge darbietet. Für 
die stationäre Bewegung nämlich kann man die Differentialgleichungen ersetzen 
durch die Gleichungen des folgenden Problems: 

Ein dreifaches, über den Raum ausgedehntes Integral zu einem Mini- 


mum zu machen, bei welchem die zu integrirende Funktion die lebendige 
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Kraft eines Theilchens ist, vermehrt um eine beliebige Gröfse, welche 
nur für alle diejenigen Theilchen dieselbe bleibt, welche die nämliche 
Bahn durchlaufen. Die erwähnte Funktion ist dabei ausgedrückt durch 
diejenigen Funktionen, welche, Constanten gleich gesetzt, die Bewegungs- 
curven der Theilchen geben, und durch die ersten partiellen Ableitungen 
dieser Funktionen. 

Durch diesen Satz. welcher im Folgenden, nebst einigen andern Sätzen, 
abgeleitet werden soll, und welcher eine merkwürdige Analogie mit dem 
Principe der kleinsten Wirkung zeigt, erhält man also für die stalionäre Be- 
wegung ein System partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung, und 
durch Integration findet man unmittelbar die Bewegungscurven; rückwärts durch 
Dilferentialion die Geschwindigkeiten. Für den nicht stationären Zustand wird 
allerdings das entsprechende Resultat viel complieirter; doch wollte ich es mir 
nicht versagen, die allgemeine Entwicklung aufzustellen, welche auch diesen 
Fall umfafst. Ich werde sogar vorläufig ein allgemeines System parlieller 
Differentialgleichungen betrachten, und die Resultate einer, der angedeuteten 
enisprechenden, Transformation aufstellen. 

Für die stationäre Bewegung in der Kbene hat bereits Herr Dr. Meissel 
in einer, in Poygendorf’s Annalen Bd. 95 erschienenen Abhandlung einen 
Versuch gemacht, eine Transformation von möglichst grofser Allgemeinheit 
zu geben, indem er die gewöhnliche Annahme ausgeschlossen hat, nach 
welcher die Geschwindigkeiten eines Moleküls den partiellen Ableitungen 
einer Funktion gleich gesetzt werden. Indefs bemerkt man leicht, dafs Herr 
Meissel a. a. 0. zu einigen falschen Schlüssen verleitet worden ist, welche 
die Allgemeinheit des Resultats wiederum fast ganz aufheben. Die Glei- 
chung, welche Herr Meissel (p. 278, 5) gegeben hat, mufs in der That 
durch eine andere ersetzt werden, welche ich im Folgenden ($. 7, 59) auf- 
gestellt habe. 

Die Quelle der nachstehenden Untersuchungen bildet die Theorie der 
Funktionaldeterminanten. welche unmittelbar die wahre Form erkennen läfst, 
unier welcher sich die Geschwindigkeiten im Allgemeinen darstellen. 

Ich wende mich zunächst dem folgenden allgemeinen System von 


Gleichungen zu. 


$. 2. 


Es seien %,, %, ... %, und V Funktionen der Variabeln z,, &;, ... X, 
und /, und als solche bestimmt durch die Gleichungen: 
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oaV __ am | 4 et, ae gi 1pr ou, 
oe ga | h.; | nn? 
-- ma TR za 
1.) ( Ox, ot or, A, Or, 
oV un ; OU, ı Oun ı | du, 
— —_ — u 4m tu, 
OL; ol or, OR, Or,’ 
2) 0- ou, f ou, NEE nn 
or, | om, 1 O4 


Die Bedeutung der letzten Gleichung läfst sich unmitttelbar analytisch 
interpretiren. Bildet man die Funktionaldeterminante der n Funktionen 


! > n— 
ee 


nach den Variabeln &,. &, .... Z,, und ordnet dieselbe nach den Ableitun- 
gen von a, so dafs sie die Gestalt annimmt: 


G) R=4, m 14, er a 
so sind die / wiederum Funktionaldeterminanten. bei welchen « und immer 
eine der Variabeln x ausgeschlossen wird. Dann hat man bekanntlich die 
identische Gleichung (vgl. Jacobi, theoria novi multiplicatoris. dieses Journal 
Bd.27 p. 203, oder Mathem. Werke I, p.51): 

84, , 84, 4, 
(4.) dx, + dx, + + BE en 0. 

und es sind zugleich die Ausdrücke 4,, Sa, ... S„, welche n—1 willkür- 
liche Funktionen («a', «a, ... a") enthalten, die allgemeinsten,. welche der 
Gleichung (4.) Genüge leisten. Man kann daher untersuchen, was aus den 
Gleichungen (1.) wird, wenn man in denselben die Funktionen a’, a”, 
a'"=» als abhängige Variable einführt, indem man setzt: 


(5.) u=41,, we 4, oo... u. 








Da wir die Gleichung (2.) identisch erfüllt haben, so sind nur die 
Gleichungen (1.) übrig, welche sich in die folgende symbolische Gleichung 
zusammenfassen lassen: 


in k=zn 
6) Wa 2 an tz 240m, 
* TZ i=1 k=1 Ti 


in welcher bei der Variation nur &,, 7,, ... 2,„, nicht aber £, als veränder- 
lich zu betrachten sind. 


38* 
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Bezeichnet man durch 27T den Ausdruck: 
(7.) 2T= 1+4%+ +1, 


so hat man durch Variation dieses Ausdrucks: 





u = a 04; 
(8.) oT — = nl Fele :drı dx 


und statt der Gleichung (6.) kann man die folgende betrachten: 


k=n nn u 
(9) V-T) = ZAgn, + 21 (E An, 


I=1 i= u 1 or; OL 








Setzt man noch der Kürze wegen 


rn Be 


ml 


9 8a 
OL; Oh 
so geht die Gleichung (9.) über in 

| $ ] 
(10a) IW_T) — I (4 M)dar. 
bei 


Diese Form läfst bereits Eigenschaften der Transformation erkennen. 
Bildet man nämlich die Summe: 





= izn u 3 
M,4,+ M.4,4---+M,A4, = 3 24,4, (0% _ 24: 
| | ra ver OXi OXrk 


so sieht man, dafs dieselbe durch Vertauschung von 2 und % ihr Zeichen 
wechselt, also idenlisch verschwinden mufs. Hieraus geht nach den bekannten 
Eigenschaften der Determinanten hervor, dafs die Ausdrücke M die Gestalt 
annehmen müssen: 








, Mm, on 4 En: _ 4% ) en 1 Gun P’ AD a 
r r 7 
da’ . Zu dat—D 
MM, = (1) | (2) ET (n—1) 
(11.) : M: 4 or, | fl Or, Tr 4 83,1? 
ee - 2) dal 
I ——— cr (2) 4- -- (n—1) i 
M, A er A A m | 


wo die A in noch Pi Weise die ersten und zweiten Ableitungen 
der a enthalten. Die Form der Ausdrücke A soll unten angegeben werden. 
Die Gleichung (10 a.) aber geht unmittelbar in die folgende über: 


e 
(12.) oı(V-T) = 2 R ee dr, ANDI 49Iad 4... 440 DIa=d, 


ki 


Betrachten wir zunächst denjenigen Fall, wo die Gröfsen 7 von t 
unabhängig gedacht werden (dem Falle der stationären Bewegung entsprechend). 
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so können wir die Gleichung (12.) unmittelbar integriren; denn aus der 
Gleichung 

(13) dW-T) — 40 da AP a9 4... 1 Arm Jar-n, 
wo rechts nur n—1, links n Variationen vorkommen, folgt ohne Weiteres: 
AD —= IT (a) 
AM =, If'(a 
(14.) er 

Aa — I (d)) 
(14a) V-T — II(a, a, ... a»), 

In diesen Gleichungen ist /J eine willkürliche Funktion der a, und /T'(a‘) be- 
zeichnet die partielle Ableitung dieser Function nach a. Man kann also in 
diesem Falle die Gleichungen (1.), (2.) ersetzen durch die n—1i Glei- 
chungen (14.), welche von der zweiten Ordnung sind. 

Sind die 4 nicht von # unabhängig, so kann man ebenfalls ein System 
von n—1 Differentialgleichungen aufstellen, welche aber -vom dritten Grade und 
viel verwickelter sind. Die Gleichung (12.) nämlich stellt das System dar: 
























































a —T, _ ud ga... + 4» fe 
oX, or, | ie" or u]; 
o(V—-T) nn 0a’ L 4% 0a) + ae 04, 
(15.) om, ER ur %x, '9#° 
o(V—T) _ 4a oa’ 40 u) , ... 1 4m ar \ On 
OXn On | dan On ' A 
Bildet man nun die Funktionaldeterminanten » — 2ter Ordnung 
oA) 
dal) 
6) 
Or, 
und die Summe 
sm _ 2P-T), 8A | aW—-T), 84, ,,,0W-T),_84 
BR X, n dal") 1 Or, 3 Jam) den n da”) 
C 5 te 
Or Or, OXn 


1 


so ist auch ‚S(”’ eine Funktionaldeterminante, und zwar erhalte ich dieselbe, 


wenn ich in 7, an die Stelle von a” die Funktion von V—T setze; auch 


Ham) 


kann ich S{”’ als Coefficienten von 7, In der Funktionaldeterminante nter 
h 


Ordnung der Funktionen «', a®, ..., a», (V—T) betrachten. Ich habe 
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also nach dem oben erwähnten Satze: 


95” 98,” BR ss”) 
BE Kr 72a Dead a x — 0 


für jeden Werth von m von 1 bis n—1; eine Gleichung, welche mit Hülfe 
des Ausdrucks von S'”’ übergeht in 














_ * 5 d 8(V—T) 9A 
ut be 1 Or, OX, Sul") 
or, 





n " V—' 
Setzt man auch noch für = N) aus (15.) seinen Werth ein, so 
u. 


hört die Gleichung auf eine identische zu sein, und man erhält Gleichungen 
zur Bestimmung der @«. Man hat dann nämlich: 











he kaı OR). Ga”) Bet dr BrT 


Or, 
Diese Gleichung indefs vereinfacht sich noch bedeutend. Unter dem 


Differentiationszeichen —— ist in A multiplieirt: 





h=n k=n u 
(16.) =! % “ oA: ( AO Pr. A® et , 4u- 1, da» 1) ‚ OAk 























OR, 
oA, da , AM 4 oA LE 
da Da! RT DR vr PR "dr, 
6) °— 
OX, OX, OXr 


und dies ist nichts als diejenige Funktionaldeterminante, welche aus 4, ent- 
steht, wenn man darin a'”’ durch a’ ersetzt; dieselbe enthält also zwei gleiche 
Funktionen und mufs daher verschwinden, wenn nicht m =1 ist, wo sie mit 
4, zusammenfällt. So ist also der Coefficient von A Null, ebenso der von 


A® etc. bis auf den von 4”), welcher 4, wird. Und so verwandelt sich 
die Gleichung (16.) in: 








ng Kg 04 04 
u (m) 
ae Fe Fr 4 )+= - Or, | „dam ar). 
or, 
Fügt man noch hinzu, dafs nach dem wiederholt angewandten Satze: 











,. O4), 
< ° 
1a Pr 0 . Or, G dal") ) 0, 


OX, 


so nimmt die Gleichung u endlich folgende Gestalt an: 


(m (m) 
(18.) 0-4 +4 tra +0, 
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wo der Kürze wegen gesetzt ist 


h=n k=n 0A} oA), 
(mM) — 5 5 Zu 
(18 a.) Q 11 kzı OtOX 57 3 oa") 


Orr 








Die Gleichungen (18.) dienen zur Bestimmung der a. Denkt man 
sich diese Gleichungen aufgelöst, und sodann in V—T statt &,. ©. ... zZ, 
als Variable eingeführt «, a, ... «= und eine beliebige andere Funktion a, 
so hat man nach den Gleichungen - 


FR 4 
o(V—T) | RW? I 


Or, OX 


o(V/—-T), _ oT 
i Ihe, en 0. 


o(V — 
ca 
Determinante sämmtlicher @ nach den & nennen, und durch die eckige Klammer 


andeuten, dafs in ihr die & durch die « ausgedrückt zu denken sind. Man 
hat also 











4, 





und zugleich links nichts Anderes als R| ]; wenn wir nämlich #2 die 








Be Pr = 


mithin durch Integration: 
(19.) v-T if [+] da--II(a',«@',... a", t), 


wo /T eine willkürliche Funktion ist. Die Gleichungen (18.), (19.) geben 
somit die Funktionen a, V’; die Differentiation der Gleichung (19.) führt noch 
auf Bedingungsgleichungen für die willkürlichen Funktionen, welche die voll- 
ständige Integration der Gleichungen (18.) ergeben würde. 

Ich bemerke nur noch, dafs sobald irgend Einer der Ausdrücke ('”' 
verschwindet, die entsprechende Gleichung (18.) das Integral giebi 


20.) Am — Ad, a®,... a", t), 


wo 42 eine willkürliche Funktion ist. Jene Ausdrücke verschwinden sämmt- 
lich in dem oben bereits betrachteten Falle. 


S. 3. 


Ehe ich fortfahre, ist es nöthig die Ausdrücke der A wirklich zu 
entwickeln. Dieselben sind aus den Gleichungen (9.), (10.), (11.) gegeben: 
es mufs nämlich sein 


Zi en 0. ‚f 04; 
Ar 0) mn 4; 
si; + 7, > 


?) 0a? ) 





(21.) 40 54405 3. dd 


1 
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[ P) ‘ - h 


Der rechte Theil mufls in den linken umgeformt werden. Zu dem 
Ende betrachte ich die dreifache Summe 


mn hzn mzır—l 5 r n 
2 v T < —y .. Er; /ı, oa”) o4 fl 


ie: en Er 

















OX; 
Die Summe 
TR. < 
= Or, er dat) 





O en 
OX; 


welche in 8, mil Er multiplieirt ist. stellt offenbar eine Funktionaldetermi- 


4 


nante dar. und zwar diejenige, welche aus 7, entsteht, wenn man die nach 
x; darin ausgeführten Ableitungen durch die nach x, ausgeführten erseizt. 
Diese Determinante aber enthält im Allgemeinen zwei Reihen in denen nach 
r, differenzirt ist. und verschwindet also; nur wenn die Indices k und ? gleich 
sind. bleibt sie durch jene Vertauschung ungeändert. nämlich 4/,; und wenn 
k—h ist. so enthält ./, selbst bereits keine Ableitungen nach z, mehr. und 





der Werth der resultirenden Determinanie wird — 4;. da nach einem be- 
kannten Salze 
od 04; 
n oa”) I ı Dar) 
u OO — 
OL; O8, 


ist. Somit redueirt sich die Summe (22.) auf 








& oA } en © J k 
7 23° a BR 
hz1 O4 j —ı 9) Y; 


und man sieht also, dals 9, sich von dem rechten Theile der Gleichung (21.) 
nur durch das Vorzeichen unterscheidet. 
Aber die Gleichung (22.) nimmt auch unmittelbar die Gestalt an: 











Ss un} 1 ga") \ Ts vr» od) oA) 
k — — nn. un nd . e N) m) 
m! or, ! ir hi ou i ca‘ 
or. 


Dies ist bereits die in (21.) verlangte Form, da in der Klammer der Index % 
nicht mehr vorkommt: man kann also setzen 


in h=n oA, 8A, 





23. A") — — 525 ’ 
( ) iz hl Or, PRÄUUE 





or, 


Diesem Ausdruck kann man noch eine passendere Gestalt geben, indem man 
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bemerkt. dafs 








in Ö 04) 

0 — = Or Im) 
je i Qd m 

OL; 


denn man kann nun schreiben 





Nun war aber oben die Bezeichnung eingeführt: 
wm Hi in 
271 — A, 1 I, + | AI . 


n 


Wenden wir diese an. so erhalten wir endlich A”) in seiner einfachsten 
(restalt: 




















rn nm in nry rn mn rgyi 
(4) — Am — — ee WE u 
Or, 3 se "On „ 0a”) 
- 6) eo 
or, dr, Or, 


Dies ist also der Ausdruck von A”, in den, wie man sieht, zweite Ablei- 
tungen eingehen; die Gleichung (18.) führt mithin auf die dritten. Ich be- 
merke noch. dafs die Gleichung (23.) uns erlaubt, den Gleichungen (18.) die 
Gestalt zu geben: 








a Am) oA) oA) oA' m) 
25. A ne nr A u ..». A 1 _— (nr ) 
( ) 1 om, r 2 Or, | + n OX, | at .. R ] 


wo der Kürze wegen 


in hzn ) r 
(22) Me — 2 SM. „AM 
il hl or, ol a Sal) 
u aaa 


272°. 
“ ı 





geselzt ist; eine Form, von welcher im Folgenden Gebrauch gemacht wer- 
den soll. 

Für den einfacheren Fall aber, dafs die / (oder die «) von f unab- 
hängig sind, giebt die Gleichung (24.) aus (14.) folgende: 




















Ö oT 6) oT 6) zu 
— n: ... ii f ( u —— 
(26.) or, 3 du‘ m) | OX, gar) + + Or, 2 da‘ m) gr. I d ) 0. 
x, Or, OXr 


Das hierdurch dargestellte System von Gleichungen ist kein anderes. 
als dasjenige, welches man aus der Aufgabe erhält, das Integral 


(27.) / "T—- IM)dx, de, ...de, 
zu eenem Minimum zu machen, wo 


28) 2T = N4R24.. +42; 
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ein Theorem, welches für die Transformation der betreffenden Diflerential- 
sleichungen von Wichtigkeit ist; und interessant dadurch, dafs es die Identität 
der Probleme erkennen läfst, welche durch die Gleichungen (1.). (2.) und 


(27.) gegeben sind. 


S. 4. 
Verbinden wir jelzt das aufgestellte System von Differentialgleichungen 
mit dem Systeme vollständiger Differentialgleichungen 


(29.) u a Be 
wi, ui " Zn hu WEHEN pn 


[für weiches wir nun auch setzen können 


(30. ) = u ; T, ’ = ae A, a dh 











Es zeigt zunächst die identische Gleichung 
od ' 0. I, | od. 


+ 00 — 


8% 


dafs Ein Multiplicator der Gleichungen gleich Eins ist; und man also 


-_+- 








— 0), 


Dr, ' GM, 
las letzie Integral auflinden kann, wenn man die ersten n—1 kennt. 
\lan sieht ferner ein, dafs, sobald die ./ von £ frei sind, die Integrale 
der Gleichungen unmittelbar die folgenden werden: 
(31.) a’ — Üonst. , a’ — ÜConst. . Da a" — Üonst. 
Denn aus den Gleichungen (30.) folgt: 


da‘"” ) oa\) d.r, Dal) d.r, gar) ’ ga") 


— — —ı X zZ We Summe + u u. ®. 


— Ze - . — ge Tu — ya . ru 
dt 7 Fe Zu a am u’ me 





was identisch Null ist. Auch die A sind, gleich Constanten gesetzt, Integrale 
der vorliegenden Gleichungen, da sie nach (14.) Funktionen der « sind. 
Für den allgemeinen Fall kann man noch folgende Theoreme hinzufügen: 
1. Sobald Eines der a von t unabhängig ist, wird a Const. 
ein Integral der Gleichungen (30.) 
2. Sobald der Ausdruck (25 a.) 


in h= . 
R® —_ = 0A, 0 oA, 


im hzı O0, Öl 2 9a‘) 


Or: 


1 





verschwindel. ?st 


A” — Const. 


ein Integral der vorliegenden Gleichungen. 





.- 
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Denn es ist alsdann nach (30.), (25.) 


hydrodynamischen Gleichungen 303 


Am) 


Re) —— 0 





dam) j Am) 4 9A) n 4 JAm) F 
* und Tin 7 Pi- 





or, OL, ”" 
>. 


Setzen wir nunmehr 2 —3, 






































die Kulerschen über, nämlich in: 
'oV on, | - on, | ou u on, 
- Apemmehuar "IE Du = Ang OK, 08% 
29° oV ou, | on 'oll, ou, 
(32.) — —ı u, — u: u, .— 
ON, Sn u "= 78 OS; 
oV ou, ou, | ou on, 
ee U, —- 
or ol U Aue ’ oJ, 
on, , om. ou 
0 -— r 14 r “ 
OH, I ON, Er, 
WO U,, U,. die an der Stelle (x,,. x,. £,) zur Zeit 7 stattfindenden Ge- 
. . . . r ’ . e a . . 
schwindigkeiten sind, und VY= U— X, wenn U die Kräftefunktion bezeich- 


1 
net. » den Druck, 4 die constante Dichtigkeit. 


sen (d.) zulolge: 





so gehen die Gleichungen (1.). 








ol 


rn 
ln 
_ 








Ich setze nun. den Gleiehun 

















2. y da! da”) oa?) da! 

u BE Er Tr 7 

OH, OL; C N, OL, 

fi af Aal) (2?) An 
(33.) u u A, FR nn Ren BB, . Bun 
02, 02, Or, OR, 

oa’ da) al) da 

U; Er 4; == . —— ._ 
O8, OB, or, 08, 


Dann ist nach einer bekannten Transformation 


(34.) 


wenn der Kürze wegen gesetzt wird: 

















2T = 14212 —= PP®_PP; 








a er ) 4 (= ) - ( ) 
(35.) pP» —_ da“ ) ni er >) 4 an >), 
DB: iu x da) ”\ ca’! dal?) [ da’ da) 
os, 02,:' O0, 08, os, 02, 
und die Ausdrücke der A werden: 
3 (2 
— 4% ER er; RR -\P® = = ) | 
» ol oxr x L; 
(36.) A® = © Fa da oa’ | 
" ak = 


39 * 
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Die Diiferentialgleichungen, von denen dann das Problem im Allgemeinen ab- 
hängt, sind 





























- ) A AD , 9A 
(37.) 4 de le 7 Ta Be, 
(2) (2) (2) (2) 
Io = an na a8 + 
wo 
RO — u) 04, _ 04, )4 oa) 7/04, 4, 
ox,0t \Oa, O2, / 92,091 \dr, 9m, 
78, 84, 
. dx,01\Or, dm 
en) | u 2 - a r04 84, 
ara \arn, Tor,dı \ör, 9m 
oa (04 _ 94, ). 
\  ox,ot\or, Or, 


Die Integrale der Gleichungen 


) BR dx, __ 
(38.) ‚Ki 41: di it 7 








stellen ein veränderliches Kurvensystem dar, auf welchem sich die Theil- 
chen bewegen. Nach den in $.4 aufgeführten Sätzen hat man nun für 
diese Gleichungen das Integral 


A”) — Const., 


wenn ın einer der Gleichungen (37.) das Glied R”) verschwindet. Dies 
ist z. B. der Fall, wenn a” von der Zeit unabhängig ist; dann ist also 


A — Const. 
ein Integral. Aber auch 

a” — Const. 
ist ein solches. Verbinden wir dies mit dem Principe des letzten Multiplicators, 
so können wir also die Gleichungen (38.) integriren, sobald eines der 
Oberflächensysteme, auf welchen die Bewegung vor sich geht, von der Zeit 
unabhängig ist. Das letzte Integral sei == Const.; dann mufs also g der 
Gleichung genügen 


r __ MW au Vi , MW _o. 
W B— ri taz hg = Ö; 


und weil der Multiplicator 1 ist, wird dieser Ausdruck auch gleich der De- 
terminante: 
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ou 0p da) 9A 
Or, 98, 02, 08, 
ov Op da) 9A 
O 0 VOR, 
av 8 da) Am | 
OX, 02, 0a, Om, 
ov Op da) 9A 
ot ol at ot 








W 














Führt man stalt z,, 2,, x, nun a”, A und irgend eine neue Variable » 
ein, und bezeichnet die neuen Ableitungen durch eine Klammer, so geht diese 
identische Gleichung über in: 


oW ol; 
erraten 
&e) 


wo D die Determinante von v, a”, A“) nach z,. &,, X, ist. Setzt man noch 
der Kürze wegen 























OV | ov ov ov 
39. u —— — — se A, —— - y n 
KR £ zZ A 4; Or,’ 
so folgt aus der identischen Gleichung: 
7} Op 
ou ’ ol 


und es wird sonach das gesuchte letzte Integral 


(40.) p _ (HZ 


Dieser Fall tritt z. B. ein, wenn die Bewegung um eine Vertikale nach 
allen Seiten dieselbe ist, in diesem Falle also kann man, da ein Integral 
(die durch jene Vertikale gelegte Bewegungsebene ) von f unabhängig ist, 
sämmtliche Integrale angeben. 





Ist die Bewegung eine stationäre, so hat man nach (26.) etc. die- 
jenigen Gleichungen aufzulösen, welche das Integral 


a SI CFOSER —Ina,a9j)ar, dr, de 


zu einem Minimum machen, nämlich die Gleichungen 
(42) 49 = IT(a), AP — IT (a®). 


Die Funktionen a’, a‘ geben dann die Oberflächensysteme, in deren Schnitt- 
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kurven die Bewegung vor sich geht: 
a = Const., a’ — Const. 


Dies ist das in der Einleitung ausgesprochene Theorem. Der Druck 
wird endlich. den Gleichungen (14a.) und (19.) zufolge, im Allgemeinen 
durch die Formel gegeben 


N ar =] PR PR 0) ur 5 
l ri T=/|z — |da-+II(a', a”, t). 





ot 
und für die stationäre Bewegung insbesondere durch 
U-FL.—-T = Ha, a®). 
1 
Dies st zugleich die wahre Form, welche die Gleichung der lebendigen 
hraft annımmt. 
$. 6. 
Die Einführung neuer Variabeln in die vorliegenden Gleichungen hat 
keine erheblichen Schwierigkeiten. Für den stationären Zustand hat man 
Nichts zu thun, als den Ausdruck 7 zu transformiren, was offenbar nur die 


Kenntnils der Form voraussetzt, welche das Quadrat des Linienelementes an- 
nimmi. Ist dasselbe 


(43.) ds = u.dyy+u„dy; + R2undy,dyz.... 


WO Yıs Ya, Y, die neuen (von Z unabhängig gedachten) Variabeln sind. so 
ist die Transformalionsdeterminante 





Ur Un Ur 
(44.) D= Us Un Us|» 


U; Un U 























terneı | 
2T = P'P®” _PP, 
eo 
ca”) 
Ur Un Us 2 
°Y, 
da) 
Us, Un U a ) 
45) P= — I I, 
9 | D 
U; U, U; a 
Y3 
0a da da 
oy, 6 oY, 








und wo P’ aus P erhalten wird, wenn man a durch a’, P®, wenn man 
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a' durch a“ ersetzt. Aus der Theorie der Determinanien ergiebt sich ferner 
leicht. dafs 2T' auch die Gestalt annimmt: 














da dat 
Si %ı: U; Ar 1 
oy, 0oy, | 
da da)! 
u; Un U,; . ng 
o0y, 0 | 
no ei (2) 
A: ym 1 ca da‘ 
(52.) 2T = gr | a Un U Do — —— 
oO); 0); 
A pn ns 
ca oa oa 
Rn. 7 - 0 0 
0); oyr oy; 
ca”) da) da”) 
o— 7 7 0.0 
oY, Oy; oy, 








(vgl. Hesse, über Determinanten in der Geometrie, dieses Journal Bd. 49. 
p. 248, Formel (6.), (7.)). 
Sodann wird also das Integral, welches ein Minimum werden soll 


ART—I).Day,dy.dy,, 


und es fliefsen daraus nach bekannter Metliode die Gleichungen: 








= Oy; 2 o4 ” 
R oy, 
(46.) a 
23 Ö ET 
0 — D.IT'(a)) -- FE — WEL 
=; 9« 
0} 


Diese Gleichung giebt auch für den allgemeineren Fall die Transformations- 
formel der A: 





ia=3 ar 
a) —-4m— Ir (D- oT ) 
E 


ae n er 
D ii oy; ca” 





6, 
Wir bedürfen dieser Formel zur Transformation der Gleichung (37.). Be- 


merken wir ferner, dafs der erste Theil jener Gleichung, nämlich 


oA) oA) 0A") 
Bu Tage tn: 





nichts ist als die Funktionaldeterminante von a’, a”, A”? nach den x, so 
folgt unmittelbar, dafs D.U die Funktionaldeterminante von @', a”, A” nach 
den y ist; dafs also, wenn man setzt 
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f da’ da?) oa’ da?) 

V es a) , ° 7 — E > .—_ - 
0%, 0%; Y,; 0%, 

da’ dal”) oa da?) 




















48. 7 A. ER - 
En s ey, 0%, m 
ns Au 9 Aul2) 
Bo 0a „ga 24 oa „ga 
oY, Oy, Oy, oY; 
die identische Gleichung stattfindet: 
1i=3 k=3 
Am) | N} ji) 
(49.) er = ze 
im car D ızı Or 


oA) r 
—, 1 erhält 
C L; 





Nimmi man hier auf beiden Seiten den Coefficienten von 


man die Transformation von 4;, nämlich 


(50.) 4; = P3 


kI—1 D oY, 
Diese Gleichung, bei deren Ableitung die Natur der «', a”, 4) vollkommen 
gleichgültig blieb, involvirt die allgemeinere Gleichung 


e 


09 oy O9, 
ey. Or, By; 
op oy op ov 1|0p Oyv Or, 
O2, 0X, or DI m 
og 0ow om, 
o%, 0%, ©; 
und wenn man diese Gleichung auf (37 a.) anwendet, so erhält man 
| um 0 LV, = 4 V; He V, ee) os; | 

| ooy, oy D D oY, D oy, . oy, 

ı=3 7: 2? .. . n. 5 pn 

51.) DRO— x | | 2a a, un 
i=ı | oloy, oy, D 0), D oy,/ ©y, 

ua) © /V, si 1 V, o&i + V, u OX, 
ter, 9, Do! Do, | DD,’ ©, 



























































oa”) 
otoy, 
Ei 1%) # or; 1 V, of: F\ V, 3 
Zu \DHTDnTD, 
ie: ox; 0 vd or, R ? ori) V, 0X; )], 
oy,cy,\ıD o&y, ' Do. D oy; 





Hier ist in multiplieirt der Ausdruck 














oder 








= k=3 u y dr; 
(OxX: 0 (Vi en Xi = — (5 an): 


oe - 
zei ki | oy, oy, D ev 
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oder auch. wenn man die see ausführt: 














gr ) 0  ( - or; O8; (2 go ON; or; \ 
pe u , u A ars a r 
k= ar: D =ı OY, OYk pur öy, Oyk 
ps f 13 4 a ur. zes kn r 
LO V I go © OX; > c Li; or; u 
N u — r- = N _ — 
I=1 D ; =ı CO); Yalyk izı OYa OY,Oyk 


und wenn man nun bemerkt, dafs nach (43.) 


iz > r r 
Oo OS; 


(52.) = a — —— Urn; 





so geht der betrachtete Coefficient über in 


nt ze) 
k \oY, % 


und so wird endlich die BER Form von BR"; 


k=3 7, r Aa) 7A ar N Aral) /A \ 
” - VI o’a OUs] OWa7 OO 4 OHy; Olizk 
> FE ee 5 Ze (dee) 


> 


MI 





Er 



































imı D Lotoy, \0y, 0y, 7 ' otoy, \0y ey 
= ; ’3 J4 ‘% ’3 r% 
oa) / Our Oltık | 
oloy, oy oy, r; 
Ha?) 2 ( \ 2’ 2 
Erg. Ik 
otoy, 0y, ‘D 
Bee (2 ) a ww, 
< |0°% FF wi 
7 BE 7 Us; 
i=ı |0l0y, 0y,\D 
oa) 09 (Vr 
er. r U;; 
otöy, Oy,\D | 





Diese Gleichung und die Gleichung (49.) absolviren zusammen die Trans- 
formation der Gleichungen (37.), die also gleichfalls auf die Transformation 
des Linienelementes allein zurückkommt. 

Sind insbesondere die y drei Systeme von Oberflächen. welche sich 
rechtwinklig schneiden, so verschwinden 4%», Ya. %,,. und man erhält an 
Stelle der RU die Ausdrücke: 


a N \ 0 V V Yı)\ Sa?) 
24. U) — — (u; a) — 5 (un 
( 4 ) R | öy, 33 D 


N droy, 


\ 6 (w v Ö “ V,\Y0ra®9 10 . V, © u = 
| (dr, il D N 33 D ) ötor, \ loy, 22 7 11 D ) dtöy, 


und das Entsprechende für RC durch Vertauschung von « und a. Die 
Transformation endlich der Gleichungen (38.) ist in der Gleichung (50.) ent- 
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310 27. Ülebsch, Transformation der hydrodynamischen Gleichungen. 


67. 


In einzelnen Fällen ist man im Stande eöne der Funktionen «, a® 
von vorn herein aus der Natur des mechanischen Problems zu bestimmen; 
man behält dann für die zurückbleibende Funktion a eine Differentialgleichung. 
welche im Allgemeinen von der dritten, bei der stationären Bewegung von der 
zweiten Ordnung ist. 

Sei die Bewegung der Art, dafs alle Theilchen sich in parallelen 
Ebenen zu bewegen genölhigt sind, deren Gleichungen durch &, — Const. 
dargestellt sein mögen. Man kann dann setzen 


6.) P_ 2, far). 


Die Gleichungen (35.), (36.) geben nunmehr: 








6 a ce 174 2 
a =) 4 Ga p® —1, P=0, 
(97.) PR 
= | a ! ’ 


und die Ausdrücke der Geschwindigkeiten werden aus (33.) 


du! __da 
- u, — A, . uU). 
x,’ , ’ Ö ee" ’ 











(58.) u, = d, —— 


Daher verschwindet von den Gleichungen (37.) die zweite identisch, und 
man hat als einzige Gleichung: 


ni da OA ca CAD ,„ 0A 
(59.) r ° : Bi - . en 7 - an. —— D 
0X, O4, or, 0m, ot 


i 








wo A durch (57.) definirt ist. Im Falle der stationären Bewegung geben 
die Gleichungen (42.), (57.) 
(03 JE ZEIT) 0 


‚2 u Y 
or, or? 





Die Integrale der zu (59.) gehörigen Differentialgleichungen sind: 
(61.) A” = Const. 


und ein zweites, welches man aus dem Principe des letzten Multiplicators er- 
hält, nämlich (40.) 





we. ı da’ dv —_.e  )dı—dv 


u ot ! Oo, Orr, 
IL. CGonst. — 
(62.) u J dv Jan n 0AU) . 
or, Ox, Or, 04, 











wo statt z,, x, unter dem Integralzeichen A’ und die beliebige Funktion v 
als Variable eingeführt worden sind. 
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Einen zweiten Fall, in welchem gleichfalls die Differentialgleichungen 


auf eine sich redueiren, 


giebt die Bewegung, welche um eine Axe nach allen 










































































Richtungen dieselbe ist. Diese Axe sei die der X;. Man kann dann die 
Coordinaten einführen 
(63.) 2, =rcosy, 2, —rsing, 2,2%. 
Das Quadrat des Linienelementes ist dann bekanntlich 
(64.) ds’ == dr -+-r dp - dz’. 
Zugleich erhält man 
p' da’ 00 1 Ki ) 
. pi A ’ 
= 
(65.) po» _ &- I. ‚ae Y, Pi 1 (du ee; 
ar rt \op /’ 
Be du) , da’ da”) 1 ca’ oa”) 
Or Or! % 0 r” cp 0Q 
Die Transformationsdeterminante ist vr. Nun geben die Gleichungen (47.), da 
2T— P'P”_-PP: 
“PA CE 
2) ou’ oa“ .. oa \ 
— 49 = — (r\po  _ p% 2.(pa =__ PS 
r or 0% J 
a # d pP 2, 0a e_ pen, 
(66.) ' r’ op cp oY 
da” oa’ © ca”) 'ol7y 
Be ' n }) 
2 = dr (r pP? & iR 7 )+>(P Pe Az / 
r 0} or 7 Üz O% Ox 
1 0 ‚ca®” p- ca’ ) 
\ u pr j Te Fi ug : 
r” op op op 


In Erwägung der um x, symmetrischen Bewegung kann man nun ver- 

suchen zu setzen 
2 ) . 
u”) — g, = fir,2,t). 


Dann gehen die Gleichungen (65.) über in 


(2) 4 (>), P® -: P=V0. 


Und die Gleichungen (66.) geben: 





1 0/1 da 1 07/1 dd m 
2 PER (1) GE u GE > - nn alemene. SEE (2) —— 
(67.) A ns rY or r or ) 2. Y 0% r 0% A 0, 
Die Gleichungen (48.) gehen nunmehr über in 
% ' a 
8) V=-— v0 Ve. 


40 * 
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Nimmt man hinzu, dafs D=r, so sieht man erstlich aus (54.), dafs die 
Ausdrücke & beide verschwinden; und dann giebt die Gleichung (49.): 








(09) 2. 3AD 0a 94m | „Am _ g 
er or 03 02 or Bo 0 


wo A durch (67.) definirt ist; und für die stationäre Bewegung: 


wo) 122 22 LE) HIT) — 0. 


r or\r or r 0 


Die Dilferentialgleichungen, welche zuletzt zu integriren sind. werden 





(71) dr 1 0a! dz 1 0a 
’ re r 03’ di rd 
Ein Integral ist wiederum 4A = Const.; das andere wird aus der 


Theorie des Multiplicators gs: nämlich 


du’ in da oV 
023 0% 


Erz e A 


— — - —— 


or 03 oz gr 





(72.)  Const. 





wo unter dem Integralzeichen statt r, & eingeführt sind A’, welches während 
der Integration constant bleibt, und v, eine beliebige Funktion von 7 und 


Berlin. den 26. Mai 1857. 
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28. 


Untersuchung einer aus vier Elementen gebildeten 


Reıhe. 


(Von Herrn R. Lipschitz.) 


N rg i ” 

Kater untersucht in einer Abhandlung über Meihoden zur Auflindung 
bestimmter Integrale, die im 19ten Bande der Petersburger Commenltarien p. 66 *) 
milgetheilt ist, die Reihen 








nzan NDR nm: 
<< cosnu g zöinmn 
= —— und 3 ——, 
u n n—1 N 


wo o eine ganze Zahl, und findet, dafs die erste derselben, wenn © gerade. 
die zweite, wenn o ungerade ist, gleich einer algebraischen ganzen Function 
der Gröfse # wird. deren Coefficienten nichts Irrationales enthalten. als das 
Verhältnifs des Kreises zu seinem Durchmesser, die Transcendente ;. Zwar 
sind diese beiden Reihen nicht mehr convergent, wenn 0 —( gesetzt wird. 


nZzn nZzn 
und so ist weder I cosnu—= — 4, noch I sinne — 4 cotg4u, wie Enter 
n—1 n=1 


annimmt; doch überzeugt man sich leicht, dafs die aus diesen Voraussetzun- 
gen hergeleiteten Resultate richtig sind. Hebt man die Beschränkung auf, dafs 
o eine ganze Zahl sein soll, so erfordert die Convergenz der beiden Reihen 
nur, dafs o gröfser ist als Null. Um diese Behauptung zu rechtfertigen. werde 


nzZRn „nu)-—-i 


die Reihe & - a deren reeller und imaginärer Theil jene beiden Reihen 


n=1 





geben, in ein bestimmtes Integral verwandelt. Da o und n positive Gröfsen 
bezeichnen, so hat man, vermitltelst der Kulerschen Gleichung 


Je ar! 0@ 
i 1 = 


— u a —_ an T eta!da, 
n / ar! 0@ (0) ö 


0 








*) und im 4ten Bande der Integralrechnung p. 260 ff. 
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nach ausgelührter Summation einer geometrischen Reihe, das Resultat 


nn „ v-1 2 „—-atuy-1 
— ee“ 2 1 P a Pr. 
pe u a y Er [04 00, 
n° I (0). 1 ezetuv-1 

0 








ui 


und durch Sonderung des Reellen und Imaginären 











gen cosn u 1 na cos u— eo ?« ‚ 
er ze oa, 
nl n” I\o)J, un Dar e cos u+e 2«& ’ 
— ‚ 2 r 

waee sınni 1 / er®sinn Er 
m — ra - —— Ü n 00. 
nl nn” I\0)J 1— 2.7 cos ut e7°° 


In diesen Integralen ist die zu integrirende Function das Product des Aus- 
drucks e* a” 


“@’”, der innerhalb der Grenzen der Integration positiv bleibt, in 


einen Bruch, dessen Zähler nicht unendlich grols, dessen Nenner nicht gleich 

Null wird, vorausgesetzt, dals cos“ nicht gleich der Einheit ist. Da nun das 
Dr # 

Integral Je aöa — Io), so lange o positiv ist, einen festen endlichen 


Werth hat, so gilt nach einem Fundamentalsatze der Integralrechnung von den 
in Rede stehenden Integralen dasselbe. Also haben die entsprechenden Rei- 
hen. falls cos# nicht gleich Eins ist, für jeden positiven Werth von o eine 
Summe, und sind im Allgemeinen stetige Functionen der Variabeln @ und o. 
Indem ich die Reihen unter diesem Gesichtspunet betrachtete, wurde ich auf 
eine Reihe von etwas allgemeinerem Bildungsgesetz gelührt, die, so viel mir 
bekannt, noch nicht untersucht ist. Da sie mir von einigem Interesse zu sein 
schien. werde ich das. Ergebnils meiner Beschäftigung mit derselben im Fol- 
senden miltheilen. 


8. 1. 


Es seien v, x reelle, A, o positive Gröfsen, so werde die Reihe 











4 | = L( errzvy-i e-?navv-1 

a (k+ay-1 |. Mi+ln+x)y-1)® 73 ee) 

die eine Function der vier Elemente v, x, Äk, o ist, durch F(v,x,%k,0) be- 
zeichnet. Die Potenzen der imaginären Ausdrücke sind so zu verstehn, dafs 
(k+9y-1)— (k’-- 0)" er’ ist, wo g der zwischen — in und -+ 4a lie- 
gende Bogen der trigonometrischen Tangente = ist. Um zu erkennen, wel- 
chen Bedingungen die Elemente zu genügen haben, damit die Reihe convergire, 
ist es zweckmälsig, sie durch ein bestimmtes Integral auszudrücken. Hiebei 
ist es nolhwendig, zu unterscheiden, zwischen welchen ganzen Zahlen die 


Grölse «© enthalten, oder welcher ganzen Zahl sie gleich ist; zunächst werde 
daher angenommen, dals O< x. <{1 ist, 
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Da alsdann im allgemeinen Gliede der Reihe (1.) die Gröfsen (n-- x) 
und (2 — .r) positiv sind, so ist 


1 e-3ToV-1 1 eirtoy-! 


—— PER 


(k+n+2)y-1) (nt —hy-1)? (k+—nt+@)yA) mar +hy-1) 


und durch Anwendung der Kulerschen Formel 


1 1 fe wi ty 
RE —(ntxFky-Da ol 
(vn tar --hky-1)° I (0). , ? wilde 


gewinnt die Reihe die Gestalt: 

















ı f .o% 
N, ur —(x—ky-1) N 
F(v,x,k,0) — — — [erX'V-De „19a 
vw, nV, I 0) 
1 BR ( 2 N 0 i ni , z ı% 2 
2 10: jeiraur--inar-ı (erregt een et fer +-k) -N)ayo-i 
(0) „=1ı 


o 0 

Setzt man nun die Factoren e""!=ro)-1 und e’"=Y-1+370V-1 gnter das 
Integralzeichen, und summirt die beiden geometrischen Reihen, deren Exponent 
den analytischen Modul e”“ hat, so entsteht die Gleichung: 


(2) Fiv,r,k,o) 


al ex —kY-De—trıoy-i e-U-x+ky-NDe—2nvy-I4Yroy-i ’ 

' a ai 
ci K - u + 
Io). rc 1 — e-a+r?rıv) —1 1—e -a—?2rruy-1 ) 


Eine Sonderung des Reellen und Imaginären zeigt, dafs beide Theile des In- 








tegrals feste Werthe haben, wofern nicht e’”'"—1, d.h. v gleich Null oder 
einer ganzen Zahl ist; dieser Fall aber bedarf einer besondern Prüfung. Der 
Werth der Reihe ist derselbe, mag ® Null oder eine ganze Zahl sein; immer 








hat man 
1 a e=x@ 1 e-U1—x)a . 
F'(0,.x2,k,0) = 175,/ 005 (ke— 1116) ne a-da 
9 
iin exe _ et(1—-x) t 
rn 5) sin (ke — 170) - mr ade, 
/ 


wo jedes der beiden Integrale für sich zu untersuchen ist. Theilt man das 
erste derselben in zwei Integrale, das eine von Null bis zu einer kleinen 
posiliven Grölse e, das andere von & bis © genommen, so hat das Integral 





un —xa_| p-l(l—x)a 
[& nn . . r 
Js (ka — 470) < pe aI0a stets einen bestimmten Werth. da der 


cos(ka — A776) 
1— e« 


wird, ferner die Ausdrücke e”*°a! und e-»°«°-! positiv bleiben, und die 


Integrale fe“ ad« und Je egide, weil z und (1— x) positiv sind. 
e 





€ 


Factor 





innerhalb der Grenzen der Integration nicht unendlich 





704 
C (- 





316 28. Lipschitz, über eine Reihe aus vier Elementen. 


i .. Io Io 
respeclive unter den endlichen Gröfsen 2 und ar liegen. Das In- 
a — 1) 
ur | e=*X@ te (I—x)a 1- ° 
legral / cos (ka — Io) ’ -_ ae’”"0a hat aber nur dann einen end- 


ea. 





lichen Werth. wenn die Gröfse o—1 ist. Denn da der Ausdruck 


. ne . \ 144 Dan . * Das 
ve ge) pe für o>>1 nicht unendlich. und für 
—p ( fl 


cos (ka — 110) (e” 
o<Z1 nicht Null wird, so hat das zu untersuchende Integral den Charakter 
des Integrals / oe 0a, das im ersien Fall einen endlichen Werth, im zwei- 


ten Fall keinen Sinn hat. Unter der Vorausselzung, dals o=1, wird das 








- 
Inleoral 
Tr 0 De ©) DR RT RHEEENEg : sinke RE im i 
/ a "7 p “al e (1 EIN: u = ;  —— (d”** ] e (1 x)a) 
— pp d ri N u H f} 
0 0 


und bleibt endlich, weil für «—=0 die zu inltegrirende Funktion sich dem 
Werth 2% nähert. Mithin hat auch das von O bis » genommene Integral 
nur dann eine Bedeutung, wenn o gröfser oder gleich der Einheit ist. Zer- 


e-( I—x)a 


I # 
legt man dagegen das Integral / sin (ka — 1710) — a'ca auf 
u 





1 BEE e% 


sleiche Weise, so ergiebt sich. dafs beide Theile stets endlich sind. Da so- 


era EBPE: et! x ) 104 








wohl der Bruch 1a. als der Ausdruck sin (ka — 370) für «—0 
’ €° di 
endliche Werthe haben, und das Integral / a'oe—= — ist, indem 0 positiv 
e G 
7 exe — p-t1l-x)a R 
vorausgeselzt ist, so mufs auch das Integral f sin (ka — 470) ge aa 


0 
einer endlichen Gröfse gleich sein. Dafs aber das Integral 
7. : e-xa e-U—x)« -.. 
/ sin (k& — 170) ’ a7 ca 
- 1— ee 








Le 


einen festen Werth hat, folgt aus denselben Gründen, wie die gleiche Be- 
haupiung für das zwischen denselben Grenzen genommene obige Integral. 
Nimmt man jelzt alles zusammen, so ergiebt sich. dafs die Reihe F'(v, &, k, o) 
stets eine Summe hal, wenn v nicht gleich Null oder einer ganzen Zahl ist, und 
dals in diesem besondern Falle zwar der imaginäre Theil derselben für jedes po- 
sitive 0, der reelle Theil aber nur unter der Bedingung convergirt, dafs 0 —1 
sei. Dies Resultat ist unler der Voraussetzung abgeleitet, dafs O<x<<1 ist; 
es hat indels keine Schwierigkeit, dasselbe für jedes reelle & nachzuweisen. 
Denn welchen Werth z auch habe. immer läfst sich eine posilive ganze Zahl u 


von der Beschaffenheit angeben. dafs für nZ m die Gröfsen (n+x) und 
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(n— x) posiliv sind. Dann geslaltel die Reihe, vom (m--1)ten Gliede an ge- 
nommen, dieselbe Behandlung wie oben, und wird durch ein Integral aus- 
gedrückt, das genau dieselben Eigenschaften besitzt als das untersuchte. Die 
Convergenz der Reihe hängt aber von diesem Integral ab, da die Summe der 
m ersten Glieder eine endliche Grölse ist; denn keines derselben kann unend- 
lich grofs werden, so lange A posiliv ist, und ihre Anzahl ist eine endliche. 

Uebersieht man die Darstellung der Function F'(v, x,%,0) durch ein 
bestimmtes Integral, so trit! hervor, dafs wenn e*"'"" nicht —=1, oder in diesem 


NT. Inzevy-1 nz ?nnuy-i 

“* * * y e ( 

Fall, wenn o >1 ist, die Reihen > —.- — ——- — und I — - — 
n . „0 (k+(n-+ar)y-1)° nı(k+(—n+a)y-1) 


convergiren, und die Reihe F(v, x,k,0o) als die Summe derselben angesehen 





werden kann. Dies darf dagegen nicht geschehen, wenn e"'"=-1 und 
so 1 ist; denn für o—=1 haben nur noch die reellen Theile. für 01 


weder die reellen noch die imaginären Theile jener beiden Reihen eine Be- 
deutung. 


S. 2. 

Die Kulersche Formel, welche benutzt wurde, um die Reihe F'(v,.x,%k,o, 
in ein beslimmtes Integral zu verwandeln, wird jetzt dazu dienen, dieselbe 
in andrer Weise umzuformen. Da % positiv ist, so hat man im allgemeinen 
Gliede für jeden Werth von x 








1 denk 1 Jeraur }-1)a a 66 
(k+(n+a)y-1)° I'‘o) i; 


{v} 





i ai Jets a a.“ 
(kH—ntr)y-1) To). | 


0 


folglich 


3)  Fir,z,k,o) 
1 — 
Se xY-Da „o-i 0a 

I (0) 


1 NR ı% 
+ r ; E ferien ar! je" —a)Y-l — e-"Rrv-a)) Rn Ca 


\ 





i 


\ 


1 pr ! — v m / ve 
—— Se "cos ca a""0a 170: et cos za a"!cosn (2nv— a) 6a 
n—1 o 


2 n=X x 
- A 2 I h ut a 1 
— IL fertesin zaa0a-+ 22 fe \esinzaa"'cosn (Ine—a)öe, 
n=1, 


Die Reihen, welche hier den reellen und imaginären Theil der Func- 
tion F'v, x,%k,0o) darstellen, sind in der Form 
Journal für Mathematik Bd. LIV. Heft 4. 41 
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“x nr .“ 
(4.) /fta) 0a--28 /f(a)cosn(z—a)da = (2) 
gr n=1', 


enthalten, die sich von der sogenannten Fourierschen Reihe nur durch die 
Ausdehnung der Integrale unterscheidet. Mit Hülfe von Sätzen, welche Dirichlet 
in seiner Untersuchung „Sur la convergence des series trigonometriques etc.” 
(dieses Journal Bd. IV. p. 157) begründet hat, wird nun gezeigt werden, dafs 
die Reihe (4.) gleich einer Summe von unendlich vielen aequidistanten Wer- 
then der Function f(«), mil einem constanten Faclor multiplieirt, ist, die nolh- 
wendig convergirl, wenn, wie in unserm Falle, die Reihe (4.) convergent ist. 
Addirt man die (a-+-1) ersten Glieder dieser Reihe, so kommt 


nn N ı% 
(5.) /fi) 0a - 2/f(e)cos (2— a)00a+ +... 2/f(«)eos n (2 — a.)0a 
. j 2 sin(nt4)(2—e) , 
—= /f(o) oa, 
0 





sinz (7 —@) 
und man erhält die Summe der Reihe, indem man den Grenzwerth sucht, 
dem sich dieses Integral für ein über jede Grenze wachsendes n nähert. 
Da die Reihe für Werthe von z, die um ein Vielfaches von 27 verschieden 
sind, dieselbe ist, so wird angenommen, dafs <<< 2n sei. Es bezeichne 
nun As Aus 22. Aus ».. eine Reihe von Gröfsen, die den Ungleichheiten 
s<a<zs+2n << <zstAn... 
genügen, und werde das Integral, welches die rechte Seite der Gleichung (5.) 
bildet. in eine unendliche Anzahl von Integralen getheilt, die sich von O bis z, 
von 2 bis a,, von a, bis z+?2n, u.s.f. erstrecken. 
Macht man in denselben respective die Substitulionen 


a—=z—2ß, =z-+2P, e=z+27n —2P, 2 -t2n42P, ..., 





so nehmen sie diese Geslalt an: 








\ BE £ 3 an, sin(in +1), rad „sin(2n+1)Pn, 
(6.) ff —=P) sin ö er 2 Er2P) sin d öß; 


- 


» 1(z +27 —a,) . Alla,—zx—?rr) ne 
! D Pr sin (Zn +1), i Be sin(2n+1)P. . 
2/f (3-+-2nr —2P) sin & oß,  2/fiz-+2n-+2P) a öß, 


wo die Integrationen sämmllich von O bis zu einem positiven Werth gehn, der 
kleiner ist als x. Bezeichnet man einen solchen allgemein durch /, so folgt 
aus den Principien der angeführten Abhandlung, dafs, wenn yw(/) eine Function 


are ß A > | 
von der Beschaffenheit ist, dafs das Integral / v(P)OoP= PP) von P=0 











0 1 . 2 ) 
bis #71 stelig und endlich bleibt, das Integral / v(P) ein (An TUR Hg, wenn 


sin ö 
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n ohne Ende wächst, den Werth Arrıw(O) zur Grenze hat (Cf. Derichlet 
„sur les series, dont le terme general depend de deux angles” etc. dieses 
Journal Bd. XVII, p. 54). Daher geht das erste der Integrale (6.), wenn x 
nicht Null ist, für a = w in f(x) über, während es, wenn 2 Null ist, durch 
Zusammenfallen der Grenzen verschwindet; es wird ferner, ohne die Voraus- 


selzung 30 auszuschlielsen, das zweile = nf(z), das drille = nf/s --2n). 
das vierte =nf(z--A4n), u.s.f. So entstehen für die Reihe (4.) diese 
Gleichungen 
s=ao 
p(2z) = An 8 f(z-+2sı), 0<2< 2a, 
(7.) 0 


—n 
p(0) = nf(0) - 2a = [(@sn). 


Um nun eine Anwendung auf die Gleichung (3.) zu machen, selze man nach 
1 


o—1 


einander fe = e”"cosraa', fe—= e”""sinzaa”', und 2=2nv, wo 0<r<41 


ist, so kommt 


2.0 na R 
(3.) [e'cosza a10a-+-2 S ferkcos xa0"lcosn(2nv — a) 6c« 
; "m wei fi) 
a 
— In De 


Eau) 


iORv4?n) gg 2 (And 4 2rs). (Av 4 2ıs), 


es 


0 N D 
— aa: —1“ > —hkı u PER _ 
(9.) e"sinzaa"'0a-223 fe “sin zo a"'cosn (2rv — a) dc 
0 n=1% 
SZN 


— An Zertttrn) sine (2nv Ins). (2rv + Ras)“. 


= 
Für den Fall, dafs a0 ist, bemerke man, dafs die Function e”’*cos za a”, 
wenn @&—=0, 01 ist, verschwindet, wenn e—=0, o—1 ist, den Werth 1 
hat, während die Function e”’*sin.re« «°', wenn @—=0, für jeden vorkom- 
menden d. h. positiven Werth von o, gleich Null wird. Da nun die Reihen. 
welche die rechte Seite der Gleichungen (8.) und (9.) zeigt, als der reelle 
und imaginäre Theil derselben Reihe aufgefafst werden können, so kann man 
diese in der folgenden vereinigen 
au => 


(10) Fv,z,Kk,o) = + I e@rsHm dcr (Ist ImoyeT, 
u 


wo 0<»<1, und für v=0, 0 >| vorausgesetzt wird. Für v—0. 
o==1 hat man dagegen 


s=n 


(10*) F(0,2,k,1) = n12n 2 ers, 


get 





Wird in der Gleichung (10.) für v» die Gröfse 1—v gesetzt. wo jelzl 
41 * 
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0<v<Z1, und für v—=1, 0 >1 sein mufs, so kommt, da F(1—v, x, k, 0) 
— F(—v,0,%k,0) ist, die in der Folge anzuwendende Gleichung 
i Ir sS=n en in r 
(11.) EF(—ı, X, k, co) — 17 ze (Ins—?ı IHR (Ins — ano)", 
S. 3. 


Die im vorigen Paragraphen ausgeführte Transformation der Reihe 
Fv, x,%,0) liefert ein Mittel, ihre Summe, wenn o eine ganze Zahl ist, 
durch einen endlichen Ausdruck darzustellen. Es sei o—1: dann gehen die 
umgeformten Reihen (10.), (10.*), (11.) in geometrische Reihen über, bei 
-1 ist. Die ausgeführte 


— 


denen der analytische Modul des Exponenten e””" < 
Summation giebt die Gleichungen 


(12) EFivu,z2,%,1) = 2n 


e-?rv (k+xV-1) 





1——- e-?alk+rxv-1) ? 


(12.*) F(0,2,k1) = —ı+2a- _ „Ate-tnarr-n 


—_ o—?a(k+xY-1) . pe e-?(k+x V-1) b) 








e-?rÜ—v)(k+xYV-1) 


Bi er (k+xYy-1) ? 





(13) F(—v,r,k,1) = 2n 


von denen mehrere besondre Fälle im 9ten Capitel der „Introductio in Ana- 
Iysin” von Euler aufgestellt sind. Ist aber o eine andre ganze Zahl als die 
Einheit, so wird die rechte Seite der Gleichungen (10.) und (11.) der (o—1)te 
Differentialquotient der Reihe für o—=1 nach Ak, und zwar positiv oder ne- 
galiv genommen, je nachdem o ungerade oder gerade ist. Offenbar bedarf 
es hier nicht der Unterscheidung von v >0 und ?=—0, und man hat dem- 





nach unter der Einen Bedingung, dafs v<1 sei: 
e-?rv (k+xV-1) 














ori 
m er Int 41 — e-?n(k+xV-1) 
(14) F(v,2,k,0) = (—1) e EC " 
Jia e-?rli—v)(k+xYy-1) 
, \g-r 20 0 1 __ e-?r (k+xV-1) 
(15.) Fi-v,2,%,0) = (—I1) Ta Sr . 


Nun erhält man die Summenausdrücke für einige einfache Reihen, wenn man 
die Gleichungen (12.) und (13.), (14.) und (15.) durch Addition oder Sub- 
traclion verbindet. Diejenigen, welche o==1 entsprechen, sind die folgenden: 


F(v, x, k,1)+ F(- v,.x, k, 1) 

















(16.) —— > 
| n=R 1 1 
a ) BER: 
ktay-i! = cos2nmı Germmes T De) 


e-?rvck+x} -DLe-?ndi- v)(k+xY-1) 





SEE Zu 


41— e-?n(k+x Y-1) 9 
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Fi, D- Fo, x,k,1) 














(17.) m 
n=a» 1 1 
— 1 _— 
vr ana (1 y-i Erna) 
e-2nv (k+xV-1) _ e-2ntl-vyk+xY-1) 
=Nn 1 — e-?2k+x 1-1) ’ 


von denen die erste fir v»=0 mit der Gleichung (12.*) zusammenfällt und 
daher für jedes v<-1 gilt, die zweite aber nur für O<v<ZI1 richtig ist. 
Sondert man hier das Reelle vom Imaginären, so ergeben sich die folgenden 
Gleichungen: 


k hi 
(18.) TE ale: +2 008 anııv ler nt)? Tr k’-+-(n 


Eh „asene e?rli-v EEE + (e?7k — e-?rvk) cos? (1-- v)r 
ek —_ 2%cos2nacte-?tk 














’ 


x ww 


n+.r Nn— x 
(19.) FI7 = cos Onzv(, Balz" ae) 


(errtiv)k + eh sin2ruac + (ek L e-?rVR) sin 2 (I—v) ar 
zu 2,ık y: ’ 
ertk — 2cos2nctem?*k 
































E sin?n: v( De Lin: ve ;) 
(20.) nur ei k’+(n-+xr)’ ' K’-+(n—.r)’ 
= „ee aavk L e-2rUm)k) cos 2 u a— (ek L e-?vk) cos? (1— v) a 
BER errk_ er: Tal —2ch y 
Pa h 
. > ’ Fa B c 
(21.) Finnen (rt ; a 
> Ben si Mv)k _ o-?attev)k)sindrv.r 5 e-?=vk)sin2r (I—v) x 
‚atoE errk —_ cos? x + e=" 
S. 4. 


Wir haben bisher das Element % der Reihe Fv, x,%k, 0) positiv vor- 
ausgeselzt; es entsteht nun die Frage, wie sich dieselbe verhält, wenn A ab- 
nehmend in die Null übergeht. Aus der Definition, welche von den Potenzen 
der imaginären Ausdrücke gegeben ist, folgt, dafs der Term (k+#y-1)’, 
wenn % abnehmend sich der Null nähert, entweder (6° }°ei”° oder ("er 
zur Grenze hat, je nachdem # positiv oder negativ ist, und dieses Gesetz 
bestimmt die einzelnen Glieder unsrer Reihe. 

Um zuerst ihre Convergenz zu untersuchen, bezeichne man durch m 
die kleinste ganze Zahl, welche die Eigenschaft hat, dafs für nm die 
Gröfsen (n--x) und (Ra— x) positiv sind, dann wird die Summe der Reihe 
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vom (m-+-1)ten Gliede ab die folgende 








nz 2rırv yY-1—ıroy-l nm yv-1+3nroYy-1 

(22.) er2. : ) 
er (n+ .r)® (n— x)? 

die durch Anwendung der Kwlerschen Integrale in dieses bestimmte Integral 

verwandelt wird 


—(m+-x)e+2mauy-1—trro y-1 (m—x)a@a—2mnv y-1-+-Iroy-1 - 
: Ü 2 6 3 . 
(23.) 1 ri ( —— —) a 100. 
| I\o) ’ 


1— e-et?n } l u a—?nuy-Al 








Dasselbe ist dem Integral der Gleichung (2.) ähnlich gebildet, und besitzt auch 
denselben Character: der imaginäre Theil hat stets einen endlichen Werth, 
der reelle Theil ist endlich, mit Ausnahme des Falls, dafs e”"'"—1 und 
oleichzeitig 0 <_1 is. Was aber die »n ersten Glieder der Reihe betrifft, 

kann keines derselben unendlich werden, wenn z weder gleich Null noch 
gleich einer ganzen positiven oder negaliven Zahl ist. Dagegen ist klar, dafs 
unter dieser Vorausselzung in Einem Gliede der Nenner gleich Null, folglich 
das Glied selbst unendlich grofs wird, wenn A die Grenze Null erreicht. Es 
unterscheidet sich also die Reihe #v,x,0,0) in Bezug auf Convergenz nur 
dadurch von der Reihe F(v, x, %, 0), dafs in der erstern x weder gleich Null, 
noch gleich einer ganzen Zahl sein darf. 





Es läfst sich ferner zeigen, dafs die Funclion F\v, x,%,0) beim ste- 
tigen Uebergange von einem posiliven Werth von k zu dem Werth k—=0 
sich gleichfalls stelig ändert. Dies folgt nicht aus der Steligkeit der Glieder 
der Reihe, wohl aber aus dem Umstande, dafs ihre sämmtlichen Differential- 
quotienten, nach dem Element % genommen, unter denselben Bedingungen als 
die Reihe selbst endlich bleiben, wenn in denselben k = 








geselzt wird. 
Differenliirt man Yämlich die Reihe F(v,x k,o) nach Ak so entsteht 
u A 3 
oO Ev, 2, k, 6) 


ok 





— —ofv,2,k,0-+1), 


milhin eine Reihe, in der die Elemente v, x, k ungeändert bleiben, und nur 
für o der Werth o--1 kommt. Die sämmtlichen Differentialquotienten der 
Reihe F'iv,x,%,6) nach 4 genommen, sind also Reihen derselben Form, in 
denen nur das vierle Element verschiedene, aber nothwendig positive Werthe 
hat. Hiedurch wird die aufgestellte Behauptung erwiesen. 


Um endlich zu beurtheilen, in wie weit die Umformung des $. 2. ihre 
Anwendbarkeit behält, wenn das Element % verschwindet, ist zu beachten, 
dafs dieselbe auf der Kulerschen Formel 
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1 m - VersHant De gg 
(k+(&n+8) y-1)° I'(0) u 


beruht. Bekanntlich gilt dieselbe für ein gegen die Null abnehmendes % nur, 








wenn o<Z1 ist; der Werth der linken Seite bestimmt sich nach der obigen 
Definition, während auf der rechten k=0 zu setzen ist. Daher ist jetzt die 
Umformung nur unler der Bedingung geslallet, dafs o <1 ist; es ergeben sich 
ferner die Beschränkungen, dafs & weder Null noch eine ganze Zahl, und 
dafs für den reellen Theil der Reihe O<v<Z1, für den imaginären 0=.0v<1 
sei: dann aber gilt die Gleichung 


(2 n)® rn e-”rs+2nv)x)-il 
24. (9,2,0.0) = —2 Ä . 
(24.) 4,00) IX0) —. (ste) 








Um aus derselben einige Folgerungen zu ziehen, werde vorausgeselzt, dafs 
0<v<1, 0 <ze<1 sei, dann läfst sich Fv, x,0,0) als die Summe von 
zwei Reihen von sehr einfacher Gestalt ansehn, und es ist 


NnZr en ruvy-1l n—T. er yv-1 

















(25.) Fv,2,0,0) = etz — —_ 1eter-1y 
. ae —, Er E N Br; R 
nn (na F li (n—ı )° 
(2r)° e-?rvxv-1l "Rn e—?571x) -1 
ur I (0) = (sFv)!? 
nzRn „—?Rnnvy-1 nn „2nnvy-i1 
» A| IE, RER 0 noYv- a 
(6) Fi—-v,2,0,0) = ettiy GLap er rg 
n=U) „1 II 
(2)? errvx) 1 en e? STXYy—-l 
I'‘(o —, (s—v)I-0 
eh: \ 


Addirt man die letzten beiden Gleichungen, so kommt 

















(27) ern "I os2nar | ar" COs2umr 
0 Me) „=ı (n—.x)° 
21 (0) a (+ = Go] 


und subtrahirt man (26.) von (25.), so entsteht 











(28.) e-irov-ı S sinennv _ ray" sin Inrv zu 
mi (n+ 2) m (nr) 
Sn z—2sıtxy—1 SED S2SIXxY- 

(2r)° | —?2ruxy-1 Yyi Alaäh u er vxv-1 oo [6 nxy-1 
2I'(o)y-1 su (84 9)! =ı (sv)! 


Die Sonderung des Reellen und Imaginären zeigt auf beiden Seiten 
des Gleichheitszeichens Reihen von derselben Form; führt man die Bezeich- 
nung ein 
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mn mn a — = 
9er, 2 nu +3 cos?nzı 
| nz=U (+2) nu (n— x) ’ 
\ a senııv u reg 6 a 
p(v, Be ee B5 cos2unv 
n—U (n + x) n=i) (n Kr, x}? 
"Rn ein‘ : = a , 
p; (dv x,0) = & sin2nat: ı g Sinznnı 
’ = | 0 Dee: .\o 9 
ni (n+x) zu (n—.r) 


nzR 1 . NR «1 a 
en c“ sin2nati £ y sin2nnı 

—ı (n-+x2)° n=ı (H—x)° ? 
so stellen sich jene Gleichungen dar, wie folgt: 


(29.) Yı (dv, X, 0) 








4.0, 2,0) — 


(27) 


— 2cosinol'(0) [cos 2nıvx pı (X, ®, 1— 0) -- sin 2nvr p; (T, v, 1 — o)} . 
k r % 


(30.) g(v, x, 0) 
—_ EM __ eos uw plz, v 1— 0) + sin2ave p,(z, v, 1— 0) 
ee 2sin 47r0 ['(6) \ DW P3\ »". | J pi ‚vd, )s 
31) 9, x, 0) 
(2r)® 


— —— !c0os2nvz go, (x, dv, 1—o) — sin?2anvro.(x,v, 1—o)) 
ZeininoTlo)! au ps(@, v, . 








(32)  Y,ı(v, zT, 0) 
(2rr)° 


— nen ae La 
—” 2cos+nol'(o)! cos 21ve plz, v, 1—0) + sin2nvep (@,v, 1—0)). 





Aus denselben erhellt, dafs die Reihen y,(v,&,0) und g,(v, x, 0) lineare 
Functionen der Reihen y,(x,v, 1— 0) und y,(x,v,1— 0) sind, und ebenso 
die Reihen ,(v, x,0) und g,(v,x,0) von den Reihen 9(2,v,1— 0) und 
p(@,0, 1— 0). Uebrigens ist die Gleichung (32.) eine Folge der Glei- 
chung (29.), und umgekehrt, und ebenso hängen die beiden Gleichungen (30.) 
und (31.) von einander ab. Setzt man z.B. in die Gleichung (29.) für v, 
x, o respective die Werthe x, v, 1—0, so kommen auf der rechten Seite 
die Functionen Y,(v, 2,0) und y,(v, x, 0), und die Elimination der Function 
p,(v,x,0) aus dieser Gleichung und der ursprünglichen giebt die Gleichung (32.), 
indem man bemerkt, dafs nach bekannten Eigenschaften der 7'-Functionen 


(2r)°® (27)1-0 En 
2cos4nol'‘(0) 2cosj4r d—o)}I(1—o) 





1 


ist. Erhebt man die vier Gleichungen auf’s Quadrat, und addirt die ersle 
und vierte, die zweile und drilte, so erhält man Relationen, in denen die 
trigonomeltrischen Functionen cos2nvxr und sin2rwx nicht mehr vorkommen, 
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(33.) pi, 2, 0)-+pi(v, z, 0) 


ee plz, v, 1—0)+ p(2,v,1—o)! 
—— Acos’snat(lo)? tr? u {4 





(34) 9(w,2,0)-+y(v,x, 0) 
(22)? 
4 sin’4 ro (1’o)? 


Ip: (x, v, 1— 0) - 


I 
Br 





ga, u, 1- 6 


$. 5. 

Wir haben bemerkt, dafs die Umformung der Reihe F'v,x,0,0). deren 
Resultat durch die Gleichung (24.) dargestellt wird, nur unter der Voraus- 
seizung ausgeführt werden darf, dafs 6 <Z1 ist, während die Reihe selbst 
für jedes o convergirt. Nun verliert allerdings die rechte Seite der Glei- 
chung (24.) jede Bedeutung für 6 —1, man kann indessen den Werth der 
Reihe #'(v,x,0,0) in dem Fall, dafs o eine ganze Zahl ist, in geschlossener 
Form angeben. Dies geschieht auf folgende Weise: Die Gleichungen (12.) 


und (19.) 


e-?rv(k4-xV-1) 





\ — 
F (v, 2, k, 1) sale 27; e-?rck+xV-1)? 
—?nvlk+xy-1 
Jen e ie +x ) 
I 1 e-7 (k+xY-1) 


I (6) BE 








Fv, T, k, 0) a... (—1) 


” 


wo 9 eine ganze Zahl ist, welche gröfser als Eins, gelten für jeden posiliven 
Werth von A Da nun oben gezeigt ist, dafs die Function F'(v, x, %k, 0). 
wenn .c nicht gleich Null oder einer ganzen Zahl ist, während das Element A 
sich abnehmend der Null nähert und dieser gleich wird, endlich und stetig 
bleibt; da ferner von der rechten Seite der Gleichungen (i2.) und (13.) 
dasselbe gilt, wie der Anblick derselben lehrt, so müssen diese Gleichungen 
noch richtig sein, wenn in ihnen k= 0) wird. So hat man 











r 7v Mr e-?nvxYv-1 
. PR er Ri 1_ e-nxV-19 
” e-?rv(k+xY-i) 
36) #20, = (yı MT Fern 
. „u, Vo TER (> ) To) ok ° 


wo in der zweiten Gleichung nach ausgeführter Differentiaion A=0 zu 
seizen ist. 

Macht man in den Gleichungen (19.) und (20.) k= 0, was jetzt ohne 
Zweifel gestattet ist, so entsteht unter der Voraussetzung, dafs z weder Null 
noch eine ganze Zahl ist, 
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om - B.. 0 1 nr cos 1— 2) x 
(37) —+= cos 2nzw( _ ) — ne mn 
er #2 we Nn— X sin sur 
QQ A 2 1 zsin(d— 2») cr 
(38.) = sin anav (— - ) = 
a n+x I n—ı sin ur 


und man kann die zweite dieser Gleichungen benutzen, um die Summen der 
Kuler'schen Reihen zu finden, von denen in der Einleitung gesprochen ist. 
Nimmt man an, dafs x ein positiver echter Nor ist, dann läfst sich das 





MESSE 1 . 
allgemeine Glied der Reihe I sin?2n: 10 (— - —)— w(a) nach steigen- 
Nn—L 


— n+txr 
den Potenzen von x ehrt Setzt man der Kürze wegen 2av =u, 


und ordnet die Glieder der Reihe nach Potenzen von x, so nimmt sie diese 


Gestalt an 





n=T. . 7 
. f ‘ ee sın nu ' y ” sın nm Yo } . sin ns 
(39.) w(z2) = 233 — 12 > — rc 23 S ——t-te. 
| Ex n nm 4 | L 


nl 


sin(zt—u)x 





sin sec 
Es ıst nun klar, dafs die sämmtlichen Differentialquotienten der Function (x) 
nach &, und die Function (a) selbst, wenn man in denselben z = setzt. 


endliche Gröfsen bleiben; denn man hat 








w(U) = Ix° —, w(0) == @, 
oe n=1 DD 
u'(O) "Zr sin nu i 
= 223 w”(0) = (0. u. S. W. 
i > n? 9 ] \ 
2. nam 


und die Convergenz dieser Reihen ist oben bewiesen. Daher ist die Function 


w(z),. während © abnimmt und Null wird, endlich und stelig; und da der 
sin(zT—u)x 
sin sur 





Bruch 7 dieselbe Eigenschaft hat, so gilt die Gleichung 


sin (r— u).r 
40. v(2) = n - 
( 0.) Pr) sınsıX 





mit Einschlufs des Werthes 20. Hieraus ergiebt sich zunächst, indem 
man « sich der Null nähern läfst, da der Sinus für ein unendlich kleines 
Argument gleich dem Bogen wird, 

lim. sin (an — u) x 


(41) v0) = nm _n-u. 


lim. sinzx 





Multiplieirt man die Gleichung (40.) mit sin, und bildet den zweiten Diffe- 
rentialquolienten nach x, so kommt 


sine.’ (@)-- 2rcosıe.w (x) — n’sinne.w(z) = — na —u)sin(an— us, 
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z 
| 
| 


und dividirt man auf beiden Seiten durch sinzz, und läfst = gegen die Null 


i i m. 2 i , wir) . . 
abnehmen, so geht cosrır in die Einheit, sinn in zz, Me ia (O0) über. 


und es entsteht 
(42.) d+2)w" O0) —nwi0) = —(n— u). 
Auf gleiche Weise folgt aus dem vierten Differentialquotienien der mil sina.z 
multiplieirten Gleichung (40.) die Bestimmung von (0) 
(43)  d-+4)W0) — (6 -Yry'O)+-ntw(0) = (an — u), 
und man erkennt das Gesetz der Gleichungen, durch welche die Grölsen vw 'O.. 


v0). w (0), ... oder respeclive die Summen der Reihen 


Net 
a % 


. —— 
J 


n == .. . 
< sınn u 
iz 


sinn 


sinn 








=—&D 
— 

au r 

97 


n=]1 n n—1 n“ nl n 
successive erhalten werden. Als Werthe derselben resulliren die ganzen 
algebraischen Funclionen von %, welche Euler angegeben hat: und die Sum- 


n=R 





. cosnu ’ - 
men der Reihen > ——, wo u eine ganze Zahl bedeutet, enistehn durch 
== W 
"= sinn 
Differentialion der Ausdrücke für die Reihen &_ —— nach der Veränder- 
n=ı MM 


lichen «. 

Anmerkung. Es ist in $.4 bemerkt worden, dafs die Summe der 
Reihe. wenn x gleich Null oder einer ganzen Zahl ist, durch Abnehmen des 
Elements % bis zur Null unendlich grofs wird, weil ein Glied derselben dann 


über jede Grenze wächst. Sei 4, eine positive ganze Zahl. gleich z, so ent- 
erhruy-1 e-hrvv-i 


hält das Glied —_— —— - im Allgemeinen sowohl eine reelle als 
(k+-2hy-1je | k° 


eine imaginäre unendliche Gröfse, wenn % sich der Null nähert. Hat jedoch 








v einen solchen Werth, dafs entweder cos24av oder sin2krr gleich Null 
e-hnvy-1 
k° 
endlich Grofses, so dals im ersten Falle der reelle, im zweiten der imaginäre 





ist, so giebt respeclive elwas nur imaginäres. oder nur reelles un- 


Theil der Reihe endlich bleibt. Es läflst sich nun beweisen, dafs dieser end- 
liche Theil der Reihe stets die Summe Null hat. Man hat 

















= e’rnvy-i e-iroV-i I ” e-ha _ o—Qh+1)a+2(h+l)avY-i a. 
= (n+h)y-1}° x To) « 1— eret?nvV-1 0 00, 
er | 0 
— e?rnvv-1 aa e-rrtoV-I f T. eth—-Ne—rvVY-1__ o—?hrvy-i PAR 
m Kn+h) y-1/° ne I‘(o) u 1 — ee? ri & 00, 


und fügt man hiezu die Summe aller Glieder der Reihe vom (A--2,ien ab, 
42 * 
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die oben durch ein bestimmtes Integral ausgedrückt ist, so wird die ganze 

















—?ıhrvy-i 

. . E " h j j 

Reihe mit Ausschlufs des Terms — nach einer leichten Reduction eleich 
k° - 
dem Integral 
e-?hnvy-i [ ? / era—nvy-I4H4no)-1 | e-at?nvy-I-4roV-1 ; 
I'(0) pe 1 ga—2ırı v-1 e En 2nvy-1 -)a co. 
® 0 


Ist jetzt cos24r» = 0, so verschwindet der reelle Theil des Integrals, des Aus- 
—ıhruvy-i 
t [1 7 p . . 
drucks — ——, folglich auch der Reihe F'v,A,0,0); ist aber sin2Anv —= 0, 
° . ‘ A e-hnvy-1 
so wird der imaginäre Theil des Integrals, des Ausdrucks — 5 —, und daher 
ı 


auch der Reihe F'(v, 4,0, 0) gleich Null, wie behauptet wurde. 
Elbing. im Juli 1856. 
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29. 
Über eonfokale Kegelschnitte. 


(Von Herrn $. Cohn.) 





Jacobi hat zuerst auf die Wichtigkeit der confokalen Kurven und 
Flächen zweiten Grades aufmerksam gemacht und in einem im 12ten Bande 
dieses Journals enthaltenen Briefe an Steener eine neue aus den Eigenschaften 
jener Gebilde hergeleitele Erzeugungsweise der Kegelschnitte und Flächen 
zweiten Grades mitgetheilt. Das wichtigste Ergebnils derselben ist diejenige 
Enistehungsweise der Flächen zweiten Grades, welche der Erzeugung der 
Kegelschnitte von den Brennpunkten aus entspricht. Nachdem ich die dort 
angegebene Methode weiter verfolgt hatte, bin ich zu einigen neuen Sätzen 
über die Kurven und Flächen gelangt, die ich im Folgenden mittheile. 


1. 
Man versteht unter confokalen Kegelschnitten solche, welche gleiche 
Excentricität ®) haben. Es sei 


die Gleichung einer auf ihre rechtwinkligen Achsen bezogenen Kurve zweiten 
Grades, wo A und B die Quadrate der beiden Halbachsen bezeichnen und 
AB sei. Dann wird bekanntlich A — B das Quadrat der halben Excentri- 


eität, und es folgt, dafs 
2 ‚2 





LT . Y BE 
At) | BTA 
die Gleichung einer mit der ersten confokalen Kurve sein wird. * kann alle 


Werthe von +co bis — A annehmen, also zerfällt, wie bekannt, das ganze 
System Kegelschnitte, welche zwei feste Punkte zu Brennpunkten haben, in 
ein System von Ellipsen und ein System Hyperbeln. Parabeln kommen in 
ihnen nicht vor; wenn einer der Brennpunkte im Unendlichen liegt, wird das 
ganze System confokaler Kurven aus zwei Systemen Parabeln bestehen, von 
denen das eine seinen unendlich entfernten Punkt nach rechts, das andere 





*) Excentricität bezeichnet hier immer die Entfernung der beiden Brennpunkte. 
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nach links hat. Es ist bekannt, dafs durch jeden Punkt # der Kurve 


weiche eine Ellipse sein möge, eine confokale Hvperbel 
r? y? 
-- y me 1 
A—u ' B—u 





gehl, welche sie rechtwinklig schneidet. Ist « ein Endpunkt der grofsen Achse 
der Ellipse, & der Scheitel der Hyperbel auf derselben Seite vom Mittelpunkte. 
f der gemeinschaftliche Brennpunkt auf derselben Seite der Achse, so ist 
ab — fu. 

Ziell man einen Halbmesser der Ellipse, parallel der Tangente im Punkte «, 
so ist derselbe gleich yu. | 

Sind / und /, die beiden Brennpunkte, so ist fu.fu=u. Da die 
Coordinalen z, und y, des Punktes « zwei Gleichungen genügen müssen, so 


erhält man für dieselben die Ausdrücke: 

















ur; A.4—u BR 'B.b—u 
re | äi-B °’ ie Ka | BA ° 
und seizt man 
6, =] A COS f; Yı u 1 B sin f» 
so Wird 
u dA—u ’ _.4[/B-u 
cosy = | gr me 5 sııny = | u 2 


Allgemein lälst sich nun jeder Punkt in der Ebene eines Kegelschnilies 
als Durchschnittspunkt zweier confokaler Kegelschnitie betrachten; sind = und 
v die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes p, so wird: 








/A+4.A—u /B+i.-B—u 








I d—B ) B—A 

wenn 4--7, B--) die Quadrate der beiden Halbachsen der durch p gehen- 
den Ellipse. A—u, B— u die Quadrate der Halbachsen der zugehörigen 
Hvperbel sind. Man kann aber leicht die Tangenten an diese beiden Kurven 
im Punkte » legen, denn man hat nur > mit f und f, zu verbinden, und die 
beiden Halbirungslinien des Winkels fpfi zu ziehen. Sind p2 und p2, die 
Tangenten vom Punkte p an irgend einen andern conlokalen Kegelschnilt, so 
ist bekanntlich Winkel pf==2pf,; folglich findet man jene beiden Tangenten 
im Punkte p auch in der Weise, dafs man die beiden Halbirungslinien des 


Winkels »p?, zieht. Daraus folgt aber. dafs wenn man von einem Punkte » 
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an zwei beliebige confokale Kegelschnitte Tangenten zieht, diese unter sich 
gleiche Winkel bilden. 

Wenn in der Ebene eines Kegelschnittes eine beliebige Gerade y 
gegeben ist, so kann dieselbe als Tangente an einen mit dem gegebenen 
confokalen Kegelschnitt betrachiet werden. Nach einem bekannten Salze liegen 
die Pole derselben Geraden g in Bezug auf alle Kegelschnitte, die zwei leste 
Punkte zu Brennpunkten haben, auf einer zu g senkrechten geraden Linie. 
Bestimmt man also den Pol p zu g in Bezug auf den gegebenen Kegelschnit! 
und fällt von p» ein Perpendikel auf g, so ist der Fufspunki desselben der 
Berührungspunkt von g mit einem zum gegebenen conlokalen Kegelschnilte. 

Irgend zwei confokale Kurven derselben Art (e) und {e,) werden von 
einer dritten (A) der andern Art geschnitten. Es sei # ein Durehschnittspunkt 
der Kurven (A) und (e), a derjenige Durchschnitt von (3) mit /e,). welcher 
mit z in demselben Quadranten liegt, so werden # und @' conjugirte Punkte 
genannt. Wenn nun %,, w, zwei andere conjugirte Punkte auf den Kurven /e) 
und (e,) sind, so ist nach einer unter dem Namen des ZJvory'schen Theorems 
längst bekannten Eigenschaft der confokalen Kegelschnitte: 


' us 
uu, —= uw. 


Wir nahmen oben an, dafs im allgemeinen Ausdruck einer confokalen 


Kurve: 


+2 j. 
A 4 I A 1 
4+, | BLA 


, alle Werthe von — bis — A durchlaufen könne; so lange B- 4,0 





bezeichnet jene Gleichung eine Ellipse, wenn B-+-A<-0 eine Ilvperbel. 
B--1=0 ist die Grenze zwischen beiden Fällen, die Kurve wird zur 
geraden Linie, indem sie mit der grofsen Achse zusammenfällt. Wenn daher 
die Kurve (A) den Kegelschnitt. (e) im Punkte «, aber die groise Achse im 
Punkte «, schneidet, so sind auch # und , als conjugirte Punkte zu be- 
trachten. Wird (e) von einer andern confokalen Kurve (A,) in v, die grofse 
Achse in v, geschnitten, so sind auch © und ©, conjugirte Punkte und daher 


Aus dieser Eigenschaft leitet Jacobi seine Erzeugungsweise der Kegelschnilte 
her. Es sei nämlich 2 ein beliebiger anderer Punkt der Kurve (e), so wird 
dieser seinen conjugirten 2, auf der grofsen Achse haben, und daher 


u, = U2, ©, = v8, 
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oder sämmtliche Punkte 2, der grofsen Achse haben von den beiden Punkten 
und v respeclive dieselben Entfernungen, wie ihre conjugirten von den beiden 
Punkten z, und »,. 

Wir haben also folgendes Theorem: 

Bestimmt man zu jedem Punkte p einer geraden Linie einen andern p', 
welcher von zwei festen Punkten A’, B’ respective dieselben Ent- 
fernungen hat, als der Punkt p von zwei andern festen Punkten A, 
B, so ist der Ort von p', während p die gerade Linie durchläuft, 
ein Kegelschnitt. 

Der einfachste Fall ist derjenige, in welchem die Punkte A und B in 
der gegebenen geraden Linie liegen, dann werden offenbar die Punkte 4’, 3’ 
die Brennpunkte des so entstandenen Kegelschnittes, und die Länge AB 
seine grofse Achse. 

Es wird nach dem Vorbergehenden verständlich sein, wenn ich sage, 
jeder Geraden g in Bezug auf zwei feste Punkte A, B genommen entspricht 
ein Kegelschnilt (@) in Bezug auf zwei andere feste Punkte A’, DV. 

Vorausgeselzt, dafs die festen Punkte A, B, A’, B’ dieselben bleiben 
entspricht jeder Geraden g ein besonderer Kegelschnitt (@); allen möglichen 
Geraden g entsprechen Kegelschnitte, welche sämmtlich eine gemeinschaft- 
liche Achse haben und eın und denselben Keyelschnitt (C) umhüllen. 
Die Kurve (Ü) ıst diejenige, welche der Geraden, in welcher die Punkte A, 
B liegen, entspricht. 

Umgekehrt entspricht jeder Geraden 9, in Bezug auf die beiden feslen 
Punkte A’, B’ genommen, ein Kegelschnitt (@,) in Bezug auf die festen 
Punkte A, B. Sämtliche Kegelschnitte (G,) haben eine gemeinsame Achse 
und umhüllen den Keygelschnitt C,, welcher derjenigen Geraden entspricht, 
in welcher die Punkte A’, B' liegen. 

Schneideti die Gerade y, die Kurve EC in zwei Punkten 2 und ?, so 
ist die Kxcentricilät der Kurve (G,) gleich der Sehne t!.. 

Es sei rs die Sehne eines Kegelschnittes, dessen Brennpunkte f und 
fı heifsen, so ist 

fr &rfi +(fstsfi) 

fr+sf = +(sfifrfi); 
d. h. man kann einen Kegelschnitt zeichnen, welcher r und s zu Brennpunk- 
ten hat, und durch die Punkte f und f, geht. Die Tangenten dieser Kurve 


\ 
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Din 
-. 
we 


in f und f, halbiren die Winkel rf's und rf,s, folglich fällt ihr Durebschnitis- 
punkt mit dem Po! von rs zusammen. 
cr 

Wenn man zu allen Punkten 2 eines Kegelschnilies (&) ihre ent- 

spreebenden ” sucht, so dafs ?’ von zwei festen Punkten 4’, 2’ respeclive 

dieselben Entfernungen habe, als > von zwei andern festen Punkien A, 2, 

so entspricht der Kurve (#&) eine Kurve 4ten Grades; und allgemein. wenn 

K ’ auf einer Kurve 


: eine Kurve »len Grades durchläuft, liegen die Punkte 


2nien Grades. In einem bestimmten Falie aber enispricht dem Kegelschnilt (Z 
. P} vr . Y z x “ u , f ’ 
wieder eine Kurve zweiten Grades (E’). indem die Kurve dien Grades iı 


zwei gleiche Keeelschnilte zerfällt: und zwar trill dieser Fall ein, wenn der 


ne 


Fregelschnitt (E) die Kurve (Ü,) des vorigen Abschnitlis doppelt beruhs 


Nach dem Zvoryschen Theorem werden. wenn A& und A’ zwei con- 
jokale Kegelschnilte derselben Art bezeichnen, und x, » zwei Punkle de 
ersten, u, a» ihre conjugirtien auf dem zweiten sind, die Entfernungen 

mn! — nm. 

Ist » ein anderer Punkt der Kurve A&, p’ sein conjugirter auf K’, so is! 
mp' = pın', np = pn’. Sucht man nun alle diejenigen Punkte ©, welche von 
den Punkten = und rn respective dieselben Entfernungen haben, wie die 
Punkte 2 von =, n’, so beschreibt der Punkt ”. während der Punkt ? die 
Kurve A durchläuft, die Kurve A’, welche zu Ä confokal ist. Denk! man 
sich also einen Kegelschnitt (3). welcher die Punkte m, »’ zu Brennpunkten 
hat, zur grofsen Achse aber die Länge mn, so mülste derselbe nach dem 
vorhergehenden Satze die Kurve A doppelt berühren. Dies will ich nun 
direet beweisen. 


Irgend eine gerade Linie schneidet den Kegelschnitt A in den Punk- 
ten a, n, die confokale Kurve A’ in den Punkten u, v. Es seien m’, 
die conjugirten Punkte zu m, n auf ÄK’, w, v’ die conjugirten Punkte zu «, 
v auf A. Bestimmt man nun den Ort aller derjenigen Punkte, welche von 
m‘, n’ respeclive dieselben Entfernungen haben, wie die Punkte y der geraden 
Linie zn von den Punkten zn und », so ist nach dem Vorhergehenden dieser 
Ort ein Kegelschnitt 3, welcher die Punkte an’, n’ zu Brennpunkten hat und 
dessen grofse Achse gleich mn wird. Jeder gemeinschaftliche Durchschnitts- 
punkt 2 der Kurven B und A mufs einen entsprechenden ?, auf der geraden 
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Linie mn haben. Es sei 2’ der conjugirte Punkt zu 2 auf der Kurve A’, so 
ist nach dem Zvoryschen Theorem 

m'ı — mi — mi,, wi u 
und daher 

ni, ne, = mt + ne! —= mn, 

d.h. die Punkte 2, und ° müssen zusammenfallen und jedem Durchschnitts- 
punkte der Kurven 3 und Ä entspricht ein Durchschnitt der geraden Linie un 
mit dem Kegelschnitt A’; woraus folgt, dafs die Kurven B und A einen 
doppelten Contakt haben und die Berührungspunkte die Punkte «', »’ sind. 
W. z. b. w. 

Die Tangenten in zu und zn’, «’ und v’ gehen durch denselben Punkt, 
wie das Folgende zeigen wird. 

Die beiden Kegelschnitte A und BD sollen einen doppelten Contakt 
laben. und P der Pol ihrer gemeinsamen Berührungssehne 7 sein; so fallen 
nach einem bekannten Satze die Pole jeder durch den Punkt P gehenden 
Geraden 9 in Bezug auf die beiden Kegelschnitte genommen in einem Punkte 7 
der Sehne = zusammen. Fällt man von diesem Punkte y ein Perpendikel 
auf die Gerade g, so ist der Fuispunkt desselben der Berührungspunkt der 
(reraden g mit einem zu A confokalen Kegelschnilte, und einem andern, der 
zu B confokal ist. Bezeichnen y, und %, die Brennpunkte der Kurve 3, 
und sind s und £ die Berührungspunkte von DB und Ä, so sind die Winkel 
p,sP und gtP einander gleich, also werden die geraden Linien Py, und 
Py, Tangenten an ein und denselben zu A confokalen Kegelschniti. Man 
bestimme zur geraden Linie Py, den gemeinsamen Pol % für beide Kurven A 
und 8, so ist der Fufspunkt eines von 4 auf die Gerade Py, gefällten Per- 
pendikels offenbar y, selber und es folgt, dafs die Gerade Py, im Punkte y, 
einen zu A confokalen Kegelschnitt berührt. Wir haben daher folgenden Satz: 

Wenn zwei Regelschnitte K und B einen doppelten Contakt haben, 
so liegen die Brennpunkte des einen auf einer zur andern confokalen 


kKurre et vice versa. 


Man kann diesen Satz auch so aussprechen: 


„Wenn zwei Kurven zweiten Grades einen doppelten Coniakt haben, 
so lassen sich um die Berührungspunkte als Brennpunkte und die Brennpunkte 
der einen von beiden Kurven zwei Kegelschnitte zeichnen, die sich in den 


Brennpunkten der andern doppelt berühren.” 
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is folgt sogleich aus diesem Satze, dafs die Berührungssehnen 
simmtlicher Kegelschnitte, die einen gemeinsamen Brennpunkt haben, und 
einen gegebenen Kegelschnitt doppelt berühren, durch zwei gemeinsam: 
Punkte gehen.’‘) Diese beiden gemeinsamen Punkte sind die Pole derjenigen 
Linien. welche durch den gemeinschaftlichen Brennpunkt gehen, und die durch 
ihn eehenden mit dem gegebenen confokalen Kegelschnitte berühren. 

Dieser Satz ergiebt eine leichte Construction der reeiproken Polare 
eines Kegelschnittes in Bezug auf einen beliebigen Kreis genommen. Es sei 
AK der Kegelschnitt, % der Mittelpunkt des Kreises A. Durch y gehen zwei 
zu RK confokale Kegelschnitte; man ziehe die beiden Tangenten. welche sie 
in g berühren, und bestimme zu diesen die Pole =, und m, in Bezug auf den 
Kegelschnilt A. Die Polaren von x, und , in Bezug auf den Kreis A ge- 
nommen sind die rechtwinkligen Axen der reciproken Polare. Es seien ferner 
t,. 4. &,. & die von den Punkten z, und m, an die Kurve A vezocenen 
Tangenten, so sind die Pole dieser vier Linien in Bezug auf den Kreis 4 
genommen die Scheitel der zu construirenden reciproken Polare. Man sieht 
sogleich, dafs, wenn der Punkt % innerhalb der Kurve Ä liegt, die reciproke 
Polare von K eine Ellipse wird, wenn g aufserhalb liegt, eine IIyperbel. 
und wenn g auf der Kurve sich befindet, eine Parabel wird. Es sei die 
Gleichung des Kegelschnittes 

















a. y? DR 
Fe 
o der Radius des Kreises, und die Coordinaten des Punktes g seien 
re [A+1.A+u 0. 1/B+A.Bb-+u 
le Aare = hu ir 5 u 


so ist die Excentricität der reciproken Polare des Kegelschnittes A in Bezug 
auf den Kreis A 





_ VA.B.a—u); 





Au 
die beiden Halbachsen werden 
e „/4B 0 /dB 
ui 4% und | u 


Es sei eine Gerade @ und ein Kegelschnitt A gegeben; irgend ein 
zu K confokaler Kegeischnitt A’ schneide die Gerade @ in zwei Punkten : 





*) Ein Büschel Berührungssehnen geht durch den einen Punkt, ein zweiter durch 
den andern. 








() 
ee 
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und 2,, so können nach dem Vorhergehenden 2 und 2, als Brennpunkte eines 
Kegelschnittes betrachtet werden, welcher die Kurve Ä doppelt berührt. Der 
Pol P dieser Berührungssehne fällt mit dem Pol der Geraden @ in Bezug auf 
die Kurve A’ genommen zusammen. Die Berührungssehne, welche die Ge- 
rade & in 7 schneiden möge, ist die Polare zu P in Bezug auf die Kurve A. 
Welches auch die Kurve A’ sei, so liegen die Punkte P in einer Geraden g, 
welche auf @ senkrecht steht; folglich müssen alle Berührungssehnen durch 
denselben Punkt, d. i. den Pol der Geraden g in Bezug auf den Kegelschnitt A 
genommen gehen. Da aber die Pole der Geraden g für alle möglichen con- 
lokalen Kegelschnitte in der Geraden @ liegen, so müssen alle jene Berüh- 
runessehnen durch den Punkt 7 gehen. Wir haben hieraus folgenden Salz: 


Die Berührungssehnen aller möglichen Kegelschnitte, welche einen 
gegebenen doppelt berühren und deren Brennpunkte in derselben Geraden 


liegen, gehen durch ein und denselben Punkt dieser Geraden. 


Der gemeinsame Punkt ist dadurch bestimmt, dafs seine Polare in Be- 


ug auf den gegebenen Kegelschnitt durch den Pol der gegebenen Geraden 


=. 


»eht und senkrecht auf dieser steht. 


\ehmen wir einen beliebigen Kegelschnitt A an und denken uns dureh 

einen Punkt «@ auf demselben die zu ihm confokale Kurve H, welche ihn 
k rY 1] „ . . . ui 

senkrecht schneidet, gelegt. Die Normale an A im Punkte a ist gleichzeilig 


Tansente an /Z im Punkte «. Man darf annehmen, dafs diese Normale die 


Kurve 7 in einem a unendlich nahen Punkte «’ nochmals schneidet. welcher 


auf einem zu A unendlich nahe gelegenen confokalen Kegelschnitte derselben 
Art AR’ liest. Die Normale «a' schneidet die Kurve Ä nochmals in d, A’ 


in 5. Bestimmt man zu « und 5 die conjugirten Punkte auf A’, zu «, Ö 
die conjugirien auf A, so werden nach dem im Vorhergehenden Bewiesenen 


'angenten in diesen vier neuen Punkten einen gemeinschaftlichen Durch- 


- 
- 

« 

u 


ittspunkt haben. Offenbar ist aber in unserm Falle der conjugirte Punkt 
ua, ad; zu a, a; zu 6, b; also wird jener gemeinschaftliche Durchschnilts- 
punkt der vier Tangenten mit dem Pol der Linie ab, in Bezug auf den Kegel- 
schnitt A genommen, zusammenfallen. Da aber die Tangenten in a und « 
zwei unendlich nahe Normalen der Kurve #7 sind, so haben wir folgenden Satz: 


Legt man an einen beliebigen Punkt a eines Kegelschnittes KR die 
Tangente und bestimmt zu dieser den Pol in Bezug auf den zu K con- 
fokaten Kegelschnitt, welcher die Kurve K im Punkte a senkrecht 
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schneidet, so ?st dieser Pol der Krümmungsmitlelpunkt des Bogenelem: 
ies a für die Kurve KR. 

Wenn « und «a, zwei Punkte auf einem Kegelschnitte A, « und 
ihre conjugirten auf einem zu A confokalen Kegelschnitle A’ bezeichnen 
ist nach dem Zvoryschen Theorem aa, = a,«a. Ist nun «a, Normale an «die 
Kurve 4’, so wird aa) ein Maximum oder Minimum unter den von = an 
die Punkte der Kurve A’ gezogenen Linien, folglich ist auch a,«@' ein solch 
Maximum oder Minimum unter den vom Punkte « an die Kurve A gezogen 
Linien. Wir haben daher den folgenden Satz: 

„Bezeichnen e, e,, e,, e, die Fulspunkte der von einem Punkle » 
einen Kegelschnitt A gezogenen Normalen, e', ei. e&,. e, die conjugirten 
Punkte auf dem durch den Punkt » gehenden mit A confokalen Kegelse 
derselben Art A’, und ı den conjugirten Punkt zu p auf A, so sind @', e,. ®:. 
e, die Fufspunkte der vom Punkte 7 an die Kurve A’ gezogenen Normalei 

Ist 2, ein Punkt der groisen Achse eines Kegelschnittes. ? sein con- 
jugirter auf der Kurve, so fälle man von 2 ein Perpendikel auf die Ac 
und nenne den Fufspunkt desselben 2); man bestimme zu ?\ wieder seine: 
conjugirten Punkt ? auf der Kurve, so ist 22, Normale vom Punkte », an 
den gegebenen Kegelschnilt. 

Ich füge noch einen Satz hinzu, der aus dem bisher Behandelten siel 
von selbst ergiebt: 

„Legt man durch einen Kegelschnitt eine beliebige Sehne u, wo 
db Punkte der Kurve sind, und zieht durch « eine zweite Linie. welche mit deı 
Tangente in diesem Punkte denselben Winkel bildet als ab: und durch # 


eine zweite Linie, welche mit der Tangente in diesem Punkte 


} 


lenselben 
Winkel bildet, als «ab, so schneiden sich die eben construirten nenen Linien 
in einem Punkte p: die durch p gehende mit dem gegebenen Kegelschnitt« 
confokale Kurve derselben Art wird von der Linie ab senkrecht geschnitten. 
® 
>. 

Im Folgenden soll noch eine Eigenschaft confokaler Kegelschnitte an- 
gegeben werden, die mir einiges Interesse zu haben scheint, weil auf dieselbe 
bisher noch nirgends aufmerksam gemacht worden ist. 

Wenn man durch einen Punkt p alle möglichen Transversulen 
zieht, welche einen gegebenen Kegelschnitt respective in den Punkten a, «a,, 
b, b,, €, €, ... schneiden, und man bestimmt zu diesen Punkten ihre 
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conjugerten a’, a), db’, bi, c', €, ... auf einer zur gegebenen confokalen 
Kurve derselben Art, so gehen die geraden Linien da,, b'b,, e'cı, 
wieder durch ein und denselben Punkt n; es ist ferner 








pa nu pb ch" pe o we 
Ti”, pb, mW’ 7” I, 
und 
pa.pa, — a. na, — pb.pb, — ab'.nb; = pe.pe, — nc.ac, =. 


Zum Beweise nehmen wir an, dafs die Quadrate der Halbachsen des 
oegebenen Kegelschnittes A+4, B-+-4 seien, dieselben Gröfsen für die con- 
fokale Kurve A-+%, B-%, so lassen sich die Coordinaten der Punkte 

a rt 
u. ER: 
so darstellen 


yA-+4.cose, YB+ 1. Sin €, yA+i.cosa,. yBD-+4.sin«,, 


yd4--5).cose, ‚B- .sin«, yA+r.cosa,,. yB-+%..sin«,, 


yA-- N YB-+4.sinp, yA+i.cosß,, yB+4.sinp; 


yAti.cosf, yB+Hr.sinß, yA+r.cosß,, yB+4.sin?,;; 








ug! ” BE a. TER FR 
y4+ 4.0057, YB--4).siny, yAtk. coSYyı, YB r4.SsNnYyı5 


Sıar j 4? 1 A Pr . 
yA+r.cosy, yB-a.siny, y4A+3%.cosy,, YB-+3.sinyı; 





eic. eic. 


Die Gleichungen der Geraden aa,, bb,, cc,, werden: 





cos4(@«—,) 





























a 75 un 
b res colg 3 (a 0,).X +yB+3 2sin4(@a+e,) 
B-+% | cos 4(d—#,) 
rs ne 1/21 2. 
y— Vz HP TAISTV TI ZB) 
B+i cosy(y—7,) 
v m -colg3(j y- > z B+3 | “ : 2 " 
Berew! Br init) 


eic. 


Aus diesen Gleichungen sieht man, dafs die Bedingung, damit sich diese 
Linien in einem Punkte schneiden, nur von den Winkeln o, a;,, P, Pıs YYı --- 
abhängt; da diese für die conjugirten Punkte dieselben bleiben, so müssen auch 
die Linien a’a/. b’b, c’c/... einen gemeinschaftlichen Durchschnitt haben. Die 


Coordinaten des Punktes p sind von der Form YA+4.9,, YB-+A.gı, wo pı 
und g, blofse Funktionen jener Winkel sind; daher werden die Coordinaten 
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des Punktes = von der Form 
yA+1.p, YVB-+u.g. 

(Man könnte auf diese Weise jedem Punkte p in Bezug auf einen Kegel- 
schnitt (4-4, B--4) immer einen andern rn in Bezug auf einen confokalen 
(A-+4, B--4) entsprechen lassen; liegen die Punkte p auf einer Kurve 
nten Grades. so liegen die Punkte 7 wieder auf einer Kurve nten Grades.) 

Das Verhältnifs 


pa _ /Ath, p,—cose _ ,/B+4 Mina 


pa, 2 A+L P, — c05@, ..r B+i q,— sine, 











n er ua 
ıst also unabhängig von A-+-4A und B--4 und daher gleich Dr 
Ta, 


n 


Ziehen wir durch den Punkt p, dessen Coordinaten S, », heifsen. irgend 


eine Transversale 


Ir 


L— == rCOSg 


y—n = rsing, 


so ist bekanntlich das Product der beiden Abschnitte der Transversale, von p bis 
zu den Durchschnittspunkten derselben mit der gegebenen Kurve (4-4, B- 7 




















oerechnet. 
& ri N ui | 
Pi ae Aa Bi PTn—i 
cos’p , sin’p cos’p |, sin’g 
A+) | BR A+ıTBHA 
weil 
— yA-tı.p, n = YB-+i.q. 


Haben die Bisahlähnite der Transversale mit der Kurve die 


Goordinaten YyA-+A.cosa, YB-+4.sina, YA-+-4.cosa,, YB--.sin«,. so wird: 








(A+4).(cosa@ — cose, )? 








MR (Arm. (cos@e— cosa@, )’+(B+A)(sine— sine, )? 
BR PPRENER (B+A).(sin@— sin «, )’ z 
(A+4). (cos@ — cos, )+(B+4) (sine — sin, \29 


daher 





ir a 
pa.pa = r, N — aa ji (A-+-1) (cose — cosa,)'—- (B--1) (sine — sin«,)' 


Für rn erhalten wir demnach einen ganz ähnlichen Ausdruck 


PF+N— ZA) ). (cos @ — 008, + (B--4)(sina — sin «u)'}, 


nd 
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Ind es joig! 

a.pa, — na.ra, = (Pit NM — I\A—#4). 
welcher Werth unabhängig von der Richtung der Transversaie ist, w. z. b. w. 
Wenn die Seiten eines Dreieckes f, g, Ak sind.- und man halbirt den 


Winkel, welchen die Seiten f und g mit einander bilden und nennt die Länge 


der Halbirungslinie von jener Winkelspitze bis zur gegenüberliegenden Dreiecks- 
eile 2 eerechnet r, so Ist 
(f gi - fi 
ft)" : 


der. wenn man die beiden Stücke. in welche A getheilt wird mit g und 


Sonstruiren wir über der im Vorhergehenden betrachielen Linie «« 


ein Dreieck mit den Seiten ap und a,p, so Irilft die Halbirungsiinie des Winkels, 





' 

R in . ig . pa Tu 
welcher der Seile @’@\ geeenüber lieet, dieselbe im Punkte x, weil — —= —. 
R ; pi, st, 
Das Quadrat der Länge dieser Halbirungslinie ist aber «@p.a,p — «n.ay: gleich 
einer Constanlen. Wenn wir also auch über der Linie 5’, ein Dreieck mit 


den Seiten 5» und 6,» conslruiren, über ec, ein Dreieck mil den Seiten cp, 


e,p u.s.f.. so liegen die Spitzen dieser Dreiecke auf einem Kreise, dessen 
Wittelpunk | 
Wit Hülfe dieses Satzes können wir die Aufgabe lösen. um zwei ge- 


oebene Dreiecke ABU und A’B’C' zwei Kegelschnitte zu beschreiben, welche 


oleiche Excentricität haben. 
. Man wähle auf BC einen beliebigen Punkt p und theile DB’C’ durch 
>), 

den Punkt 7 in dem Verhältnisse n. Ueber B’C’ construire man ein Drei- 
eck. dessen Seiten gleich Bp und Cs, und verbinde die Spitze o desselben 
mit dem Punkte 7. Dann beschreibe man mit zo einen Kreis um zı als 
Mittelpunkt und bestimme auf demselben einen Punkt @, so dafs 24’ —=pA4 
wird. Man verbinde 2 mit , und ziehe durch 2 eine zweite Linie, welche mit 
?ı denselben Winkel bildet, als A’, so trifft diese neue Linie die Gerade A’n 
in einem Punkte D’, welcher auf dem gesuchten Kegelschnitte, der durch die 
Punkte 8, BD’, ©’ geht, liegt. Da » ganz willkürlich gewählt war, so sieht 
man. wie man auf diese Weise beliebig viele Punkte des dem Dreieck A’B’C' 
umschriebenen Kegelschnilles gewinnen kann. Wie man die andere Kurve, 
weiche dem Dreieck ABC umschrieben ist. zu construiren habe, ist von 


selbst einleuchtend. 
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Ich will noch bemerken, dafs wenn 4 Punkte eines Kegelschnittes auf 
einem Kreise liegen, oder wenn die Normalen in 4 Punkten eines Kegelschnit- 
tes durch denselben Punkt gehen, dieselbe Eigenschaft auch ihren conjugirten 
Punkten auf einer zur gegebenen confokalen Kurve derselben Art zukömmt. 
Da nämlich, wenn die Coordinaten der Punkte eines Kegelschnittes durch 
die Achsen desselben und einen Winkel ausgedrückt werden, der letztere für 
die conjugirten Punkte unverändert bleibt, so erhellt das Obige aus den be- 
kannten Bedingungen, dafs vier Punkte eines Kegelschnittes auf einem Kreise 
liegen: 

AGı79+949 = mn, 
oder dafs die Normalen in 4 Punkten einen gemeinschaftlichen Durchschnitt 


haben: 


pt PpRtTptYM = (en41)n. 


N. 

Wenn man für einen gegebenen Punkt in Bezug auf das doppelte 
System Kegelschnitte, welche zwei feste Punkte zu Brennpunkten haben, die 
Polaren bestimmt, so umhüllen dieselben eine Parabel; in der That: 

Es seien @, © die rechtwinkligen Coordinaten des gegebenen Punktes. 
so wird die Polare desselben in Bezug auf irgend einen der confokalen Kegel- 
schnitie (4-4, B--4) 














De ı WE 
as a 7 ve 
difterentiirt man die Gleichung nach A, so erhält man 
Ur h ey u 
WERT zen 
und durch Subtraction beider Gleichungen wird 
(B—A)vy __ 1 (A—B)uw 1 
Bra (AM 


daher die Gleichung der Umhüllungskurve sämmtlicher Polaren 


Yue+y—ıy = y4—B, 





oder 
(ur —vy— (A— B))-Auwvy = (0. 
Dieselbe Kurve erhält man natürlich, wenn man durch den gegebenen 
Punkt alle möglichen Transversalen zieht, zu diesen die Pole in Bezug auf 


irgend einen der Kegelschnitte (A+4, B--4) bestimmt, und auf jede von 
Journal für Mathematik Bd. LIV. Heft 4. 44 
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ihrem zugehörigen Pol ein Perpendikel fällt: alle diese Perpendikel umhüllen 
jene Parabel. 

Bekanntlich geht durch die Fufspunkte der von einem Punkte (w, v) 
an einen Kegelschnitt (A--4, B--1) gezogenen Normalen eine gleichseitige 
Hyperbel, welche gleichzeitig durch den Mittelpunkt der gegebenen Kurve und 
den Punkt (w,v) geht. Chasles hat im dritten Bande des Ziouwvilleschen 
Journals die Bemerkung gemacht, dafs die reciproke Polare jener gleichseili- 
sen Hyperbel in Bezug auf den gegebenen Kegelschnitt genommen eine 
Parabel sei, deren 4 gemeinschaftliche Tangenten mit der Kurve (4-7, B-- 4). 
diese in den Fufspunkten der 4 vom Punkte (u, v) ausgehenden Normalen be- 
rührt. Aber er construirt diese Parabel in der Weise, dafs er um den ge- 
sebenen Punkt (w,v) als Mittelpunkt alle möglichen Kreise zeichnet und für 
jeden die drei gemeinschaftlichen Polaren mit dem gegebenen Kegelschnilt be- 
stimmt; diese Polaren umhüllen jene Parabel. Man kann diese Parabel auch 
so erhalten, dafs man um den Punkt (w, v) irgend einen Kreis zeichnet, und 
zu diesem die gemeinschaftlichen Polaren mit allen möglichen confokalen Kegel- 
schnitten (4--4, B--1) bestimmt; weshalb die im Eingange dieses Abschniltes 
betrachtete Parabel mit der von Chasles erwähnten ebenfalls übereinkommt. 
Da nun umgekehrt die gleichseitige Hyperbel die reciproke Polare der Parabel 
ist, so erhalten wir für erstere folgende einfache Construction: 

„Man ziehe durch den Punkt (w,v) irgend eine Transversale und be- 
stimme zu dieser den Pol =, von diesem fälle man ein Perpendikel auf die 
Transversale und bestiimme zu diesem wieder den Pol ı’; während sich die 
Transversale um den Punkt (u, v) bewegt, beschreibt der Punkt a’ 
die gleichseitige Hyperbel des Apollonzus. 


4 


oO. 
Ich will noch eine Construction confokaler Kegelschnitie angeben. 
welche ebenfalls aus der von Jacob? angegebenen Erzeugungsweise der Kur- 
ven und Flächen zweiten Grades folgt. Sind zwei feste Punkte A und B 


vegeben und die Entfernungen irgend eines Punktes © von A und B bestimmt, 
so wird es immer einen Punkt ” geben, welcher von zwei andern festen 
Punkten A’, D’ respective dieselben Entfernungen hat. Wenn aber drei feste 
Punkte A, BD, EC gegeben sind, und man die Entfernungen eines Punktes 2 
in der Ebene dieses Dreieckes von jenen drei Punkten bestimmt, so wird es 
zın Allgemeinen keinen Punkt 2 


' 


in der Ebene eines andern Dreieckes AB’C' 
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ı) 


seben,. welcher von den Endpunkten dieses Dreieckes respeclive dieselben 
Entfernungen hätte. Es giebt aber gewisse Punkte 2 in der Ebene des er- 
sten Dreieckes, denen Punkte ? in der Ebene des zweiten Dreieckes in der 
angegebenen Weise entsprechen. Die Punkte i liegen auf einem Keyei- 
schnitte, die Punkte ® ebenfalls auf einem Kegelschnitte, welcher mal je- 
nem gleiche Kxcentricıtät hat. 

In einer folgenden Abhandlung will ich von confokalen Flächen zweiten 
Grades handeln, auf welche sich nicht nur alle hier erwähnten Eigenschaften 
confokaler Kurven übertragen lassen, sondern für welche sich aus der von 
Jacobi angegebenen Erzeugungsweise noch viele andere merkwürdige Eigen- 
schaften ergeben. 

Schliefslich bemerke ich noch, dafs der im Vorhergehenden behandel- 
ten Erzeugungsweise der Kurven zweiten Grades, deren Ausdehnune auf 
Flächen Jacobi gelehrt hat, und deren Wesen darin besteht, dafs jeder Punkt 
durch seine Entfernungen von zwei festen Punkten oder. was dasselbe ist. 
als Durchschnittspunkt zweier Kreise, die die festen Punkte zu Mittelpunkten 
haben. bestimmt wird, eine andere in folgender Weise entspricht. Jede gerade 
Linie kann nämlich als gemeinsame Tangente zweier Kreise, die zwei feste 
Punkte zu Mittelpunkten haben, betrachtet werden; jede Ebene als gemein- 
same Tangentialebene an drei um drei feste Punkte beschriebene Kugeln. 
Je zwei solcher Kreise, oder je drei solcher Kugeln bezeichnen wir als con- 


iugirte; denken wir uns dies System von zwei Kreisen oder drei Kugeln so 


verändert, dafs die Mittelpunkte in eine andere Lage rücken, so entspricht 
die gemeinschaftliche Tangente oder Tangentialebene des neuen Kreis- oder 
Kugelsystems der anfangs betrachteten Geraden oder Ebene. Jeder Geraden 
oder Ebene, welche in der angegebenen Weise auf feste Ceniren bezogen 
werden, entsprechen also wieder eine Gerade oder Ebene in Bezug auf die 
neuen Centren. Es gilt nun folgender Satz: Wenn alle Geraden g, die durch 
einen gemeinsamen Punkt P gehen, in der angegebenen Weise auf zwei 
feste Punkte bezogen werden, so umhüllen die ihnen entsprechenden Geraden, 
welche auf zwei andere feste Punkte bezogen werden, einen Kegelschnitt 
wenn alle Ebenen £, die durch einen gemeinsamen Punkt P gehen, in der 
angegebenen Weise auf drei feste Punkte bezogen werden, so umhüllen die 
ihnen entsprechenden Ebenen, die auf drei andere feste Punkte bezogen 
werden, eine Fläche zweiten Grades. — 
Berlin im October 1856. 
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30. 
Beiträge zur Theorie des Solitär- Spiels. 


(Von Herrn M. Reifs zu Frankfurt a. M.) 





Saepe notavimus nusquam homines quam in 
ludicris ingeniosiores esse: atque ideo ludos 
Mathematicorum curam mereri, non per se, sed 
artis inveniendi causa. 

Leibnitz. 


D:s Solitär-Spiel scheint im Anfange des vorigen Jahrhunderts be- 
kannt geworden zu sein *). Seine Aufgabe kann in folgender Weise ausge- 
drückt werden: Auf einer Tafel von beliebiger Form (Fig. 1, 2, 3) seien 
eine gewisse Anzahl von Feldern derart in horizontalen und verticalen Reihen 
vertheilt, dafs jedes Feld zugleich einer horizontalen und einer verticalen 
Reihe angehört, von welcher Bedingung vorkommenden Falls nur gewisse 


Fig. 1 Fig. 2 




















































































































*) Leibnitz, der dieses Spiels in den Miscellaneis Berolinensibus, 1710 (Annotatio 
de quibusdam Indis, etc.) erwähnt, beginnt die betreffende Stelle mit den Worten: Non 
ita pridem increbuit ludi genus singulare quem Solitarium appellant. Seine Mittheilungen 
beziehen sich übrigens nur auf die Erklärung des Spiels und eine Umwandlung der Auf- 
gabe desselben. Sie sind von Mollweide in dessen Fortsetzung von Kliügel’s math. 
Wörterbuch, vierter Theil, pag. 466 wiedergegeben. 
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Fig- 3 
















































































Eckfelder (wie in Fig. 3) ausgenommen sein dürfen. Diese Felder sind zu 
Anfang des Spiels bis auf Eins, welches man auszuwählen hat, und welches 
Anfangsfeld heifsen soll, mit Marken besetzt. Ein Zug ist erlaubt. wenn 
von drei in einer horizontalen oder verticalen Reihe neben einander liesen- 
den Feldern, FE’, F”, F’"', das eine äufsere, F"", unbesetzt, die beiden 
andern aber besetzt sind. Er geschieht, indem man die Marke des besetzten 
äufseren Feldes, F”, auf das unbesetzte bringt und die Marke des mittleren 
Feldes wegnimmt; in welchem Falle man sagt, dafs er von F” auf F’”” sehe. 
Es handelt sich nun darum, durch eine Reihe auf einander folgender Züge 
alle Felder, bis auf Eins, zu leeren. 


Ehe man in einem vorgelegten Falle zu einer Auflösung schreiten 
kann, ist es nöthig, die Frage zu beantworten, ob die Auflösung auch möglich 
sei, und zwar wird man zu untersuchen haben: 


1°“ ob für die gegebene Form der Tafel und für die gegebene Anzahl 
der Felder überhaupt eine Auflösung möglich sei; 


2° ob, wenn sich eine solche als nicht unmöglich erweiset, ein be- 
liebiges Feld zu Anfang des Spiels unbesetzt gelassen werden dürfe. oder 
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ob es Anlangsfelder gebe, welche Auflösungen zulassen und andre, bei 
welchen diese unmöglich sind. 

An diese Fragen reiht sich eine dritte, welche das Schlufsfeld betritt, 
d. h. dasjenige Feld, auf welches die am Schlusse des Spiels übrig bleibende 
Marke zu liegen kommt. Wird es nämlich (vorausgesetzt, dafs man eine 
Auflösung gefunden hat) auch noch andre geben, bei welchen dasselbe An- 
fangsfeld zu Grunde liegt, die aber auf andre Schlufsfelder führen? Und 
wenn dies der Fall ist: woran wird man die zu Schlufsfeldern seeieneten 
Felder erkennen? 

Es ist der Zweck des vorliegenden Aufsalzes, die angeregten Fragen 
Iheilweise zu beantworten; wozu es nolhwendig ist, die Aufgabe des Solitär- 
Spiels fürs erste zu verlassen und statt ihrer mit der hier folgenden, ver- 
wandten Untersuchung zu beginnen. Ehe wir jedoch dazu übergehen, ist es 
nölhig, einiger Erklärungen und Sätze aus der allgemeinen Arithmetik, welche 
dabei Anwendung finden, zu gedenken. 


Zwei Zahlen «a und 5 sind gleichnamig, wenn sie beide gerade oder 
beide ungerade sind; ungleichnamtg aber, wenn die eine gerade, die andre 
ungerade ist. 

Ihr @Gleichnamtgkeitsverhältnefs drückt aus, ob das eine oder das 
andre der Fall sei. Wir bezeichnen es durch G(a:b),. wofür man auch 
G(b:a) schreiben kann. 

Jede Zahl ist mit sich selbst gleichnamig. O0 ist mit geraden Zahlen 
gleichnamig. 

It «—=b+2e, so sind a und 5 gleichnamig. 

Sind die zusammengesetzten Zahlen @--b und cd gleichnamig, so 
hat man: 

G(a:b) = G(e:d). 
Umgekehrt: Findet diese Gleichung Statt, so sind «-+-5 und c-+-d gleich- 
namige Zahlen. 

Es ist also auch allgemein: 

G(a+b:c-d) = G(a+c:b-d). 

Sind e und d gleichnamige Zahlen, so hat man 

G(a:b) = G(a+c:b-+d); 
also auch: 


G(a:b) = G(atce:b+e). 
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Ist 
G(a:b) —= G(a:ß); G(a:c) = G(a:y). 
so ist auch 
G(b:c) = G(P:y): 
was durch die Gleichung 
G(a:b:c) = G(a:f:y) 
bezeichnet werden soll. 

Findet diese Gleichung Statt, so werden wir von den beiden Zahlen- 
reihen «, 5, ce und «, P, y sagen, dafs sie in Bezug auf Gleichnamigkeit 
identisch seien; wobei vorausgesetzt wird, dafs in diesen Reihen die gleich- 
liegenden Zahlen einander entsprechen. 

In jeder Reihe von drei Zahlen müssen zwei unter sich gleichnamig 
sein; dagegen kann die dritte mit jenen beiden ungleichnamig oder sgleich- 


namio sein. 


Man habe nun drei Gruppen von Punkten A, B, €, von denen die 
erste 4, die zweite 5 und die dritte e Punkte enthalte. Die Gruppenreihe A, 
B, © und die Zahlenreihe a, d, ce werden sich alsdann gegenseitig entspre- 
chen; nämlich jede Zahl der gleichliegenden Gruppe, und umgekehrt. 

Man nenne es einen Zug, wenn man von zwei beliebigen Gruppen jr 
einen Punkt wegnimmt und zu der dritten einen hinzufügst: auch sage man. 
dafs der Zug auf diese dritte vermehrte Gruppe gehe. Die solchermafsen be- 
stimmten Züge unterscheiden sich von denen des Solitär- Spiels dadurch, dafs 
sie auch auf die miltllere Gruppe gehen können. 

Da man von einer leeren Gruppe keinen Punkt wegnehmen kann. oder 
mit andern Worten: da keine der Punktenzahlen negativ werden kann, so 
folgt mit Rücksicht auf vorstehende Erklärung: 

1°" dafs, wenn eine Gruppe leer ist, nur auf diese ein Zug möglich ist: 

2‘ dafs man, wenn zwei Gruppen leer sind, gar keinen Zug thun kann: 

3“ dafs die Gruppe, auf welche ein Zug geht, nicht durch diesen ge- 
leert werden kann; dafs also durch keinen Zug alle Gruppen zugleich leer 
werden können. 


2. 
Da durch jeden Zug die Anzahl sämmtlicher Punkte um Einen ver- 
mindert wird, so kann man durch eine Reihenfolge von Zügen jene Anzahl 
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nach und nach redueiren und bis zu einer gewissen, von O verschiedenen 
Gränze abnehmen lassen. Nun ist aber einerseits immer ein Zug möglich, so 
lange nicht zwei Gruppen geleert sind; andrerseits ist jedoch die Anzahl 
sämmtlicher Züge eine endliche, nämlich jedenfalls <a-+5-c; man mufs 
daher. wie man auch die Züge auf einander folgen lasse, zuletzt dahin ge- 
langen. dafs zwei Gruppen geleert seien. Um nun zu bestimmen, woran 
diese beiden Gruppen zu erkennen seien und welches die kleinste Anzahl von 
Punkten sei, die in der dritten Gruppe übrig bleiben können, nehme man zu- 
vörderst an, dafs man eine willkührliche Anzalıl beliebiger Züge thue, und 
dafs von diesen / auf die Gruppe A, mn auf B und n auf € gehen. Sind, 
nach den Zügen, in den Gruppen A, B, C, resp. noch «, 9, y Punkte vor- 
handen, so ist 


a=a-l—m—n; 
P=b+-m—I—n; 
y=ce+n—I—m; 


denn durch jeden Zug, welcher auf eine bestimmte Gruppe geht, werden die 
darin enthaltenen Punkte um einen vermehrt, während sie durch jeden Zug 
anf eine andre Gruppe um Einen vermindert werden. 

Man findet demnach: 


e+-P=atb— an; a+y=u-c— tm; 
woraus sich die Gleichnamigkeit von «+ und «+b5, so wie diejenige von 
@+y und a+c ergiebt. Also ist auch 


G(a:P) = G(a:b): G(a:y) = Gl(a:c): 
oder 
G(a:P:y) = Gla:b:c). 
Sollen nun zwei der drei Zahlen «, , y,;, =0 sein, so müssen die ihnen 


entsprechenden unter a, Öb, ec, unter sich gleichnamig sein; denn O ist mit sich 
selbst gleichnamig. Folglich können nur zwei solche Gruppen zugleich leer 
werden. deren ursprüngliche Punktenzahlen unter sich gleichnamig sind. 

Da ferner O mit geraden Zahlen gleichnamig ist, so wird in der nicht 
geleerten Gruppe eine ungerade oder gerade Anzahl von Punkten übrig blei- 
ben, je nachdem ihre ursprüngliche Punktenzahl mit denen der beiden andern 
Gruppen ungleichnamig oder gleichnamig ist. Im ersten Falie wird also die 
kleinste Anzahl von Punkten in der Restgruppe = 1 und im zweiten Falle 


s 


—?% sein 
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Bleiben in der Restgruppe mehr als zwei Punkte übrig, so kann man 
diese durch eine Umänderung und Fortsetzung der Züge auf ihr Minimum re- 
duciren. Das dabei zu beobachtende Verfahren wird am besten aus einem 
Beispiele erhellen. Man nehme an, dals e—=0, %=0, y>>2. In diesem 
Falle wird, nach Art. 1, der letzte Zug (durch welchen die Zahlenreihe 0, 0, 7 
geworden ist) auf die Gruppe Ü gegangen sein. For dem letzten Zuge, d.h. 
nach dem vorletzten, mufs also die Zahlenreihe 1. 1. 7—1 gewesen sein. 
Läfst man daher den letzten Zug weg und thut slalt seiner erst einen auf A 





und dann einen auf D, so geht die Reihe 1, 1, y—1 in 2, 0, y—2 und 


diese in 1, 1, y—3 über. Selzt man dies Verfahren fort, indem man immer 


erst einen Zug auf A und dann einen auf D thut,. so erhält man nach und 





nach die Reihen 1, 1, 7—5; 1, 1. 7—7; u. s. w.; also zuletzt 1, 1. 0, oder 
1. 1, 1, je nachdem y ungerade oder gerade ist. Im ersten Falle ist nur noch 
ein Zug möglich, nämlich auf C, durch welchen die Reihe 1, 1. O0 in 0, 0, 1 
übergeht und die Reduction vollendet ist. Im zweiten Falle geschieht dies. 
wenn man auf eine beliebige der drei Gruppen einen Zug thut; wodurch 
sich aus 1, 1, 1 eine der drei Reihen 2, 0, 0; 0. 2, 0; 0, 0, 2 ergiebt. 
Hier ist also die Lage der Restigruppe unbestimmt. Dieselbe Unbestimmtheilt 
wird übrigens auch dann slattlinden, wenn y selbst =2 ist. Denn in diesem 
Falle mufs die Zahlenreihe vor dem letzten Zuge 1, 1, 1 gewesen sein: es 
steht also nach dem vorletzten ein Zug auf jede der drei Gruppen frei, so dafs 
man eben sowohl auf 2, 0, 0, oder 0, 2, 0, als auf O0, O0, 2 gelangen kann. 


Man ersieht aus dem Vorhergehenden, dafs es immer möglich ist, die 
Gruppen A, DB, C bis auf einen oder zwei (in einer einzigen Gruppe enthal- 
tene) Punkte zu leeren, und dafs das erste der Fall sein wird, wenn eine der 
ursprünglichen Punktenzahlen a, 5, e mit den beiden andern ungleichnamig i'. 
das zweite hingegen, wenn jene Zahlen alle unter sich gleiehnamig sind. 
Ueberdies ist im ersten Falle die Restgruppe eine bestimmte, nämlich dieje- 
nige, deren Punktenzahl mit denen der beiden andern ungleichnamig ist; im 
zweiten Falle hingegen kann jede Gruppe als Restgruppe dienen. 


Demzufolge kann man in allen Fällen das definitive Ergebnifs der Re- 
duclion nach der ursprünglichen Zahlenreihe bestimmen, ohne dafs es nöthig 
wäre, die Züge wirklich auszuführen. 
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A. 

Wir gehen nun |von den aus drei Gruppen bestehenden Reihen zu 
Systemen über, in welchen neun Gruppen auf die Weise geordnet sind, dafs 
sie sowohl in horizontaler als in verticaler Richtung Reihen bilden; wie es 
1. B. in dem Systeme 

P EEE 3 FT » 
(1.) A" B' Pag 
A" B' Er 
der Fall ist. Dieses Systems werden wir uns bedienen, um jeder Gruppe 
einen Namen zu geben; dagegen soll die Anzahl der Punkte, welche jede 
Gruppe enthält, durch andre Systeme — Zahlensysteme — wie z. B. 
m u. 
(II.) Ye a 5 


PT ad bh’ ce" 


dargestellt werden, indem jede darin enthaltene Zahl auf die gleichliegende 
Gruppe des Systems (I1.) bezogen wird. 

Läfst man in einem Gruppensysteme horizontale und verlicale Züge zu, 
oder bestimmter: gestattet man in jeder horizontalen und in jeder verlicalen 
Reihe die in Art. 1 bestimmte Art von Zügen, so kann man diese auf be- 
liebige Weise so lange fortsetzen, als nicht in allen horizontalen und verlicalen 
Reihen zwei Gruppen geleert sind. Ist dies aber der Fall, so werden nicht 
mehr als drei Gruppen noch Punkte enthalten und von diesen Restgruppen 
wird keine in derselben horizontalen oder verticalen Reihe liegen, wie eine 
andre. Ein solches Resultat schliefst übrigens nicht aus, dafs in einer, und 
sogar in zwei parallel liegenden Reihen auch die dritte Gruppe leer geworden 
sei: was zwar nicht durch Züge in einer solchen Reihe, wohl aber durch 
andre in senkrecht darauf liegenden erreicht werden kann. Es können dem- 
nach zuletzt eine, zwei oder drei Restgruppen übrig bleiben. 


3. 
Die Resigruppen werden zwar im allgemeinen auch mehr als zwei 
Punkte enthalten können; es ist aber immer möglich, die Züge so auszuwäh- 


len, dafs in keiner derselben mehr als einer oder zwei übrig bleiben. 

Um dies völlig klar zu machen, mufs man zuvörderst bemerken, dafs 
es bei der Bestimmung der Punktenzahl einer jeden Restgruppe nur auf die 
Anzalıl und Beschaffenheit der Züge, nicht aber auf deren Ordnung ankommt. 
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L 


Bezeichnel man nämlich eine beliebige der Restgruppen mit R, und sind vor 
den Zügen r, nach denselben o Punkte in ihr enthalten, so wird die Gruppe R 
zugleich in einer horizontalen Reihe #7 und in einer vertlicalen Fliegen, und 
alle Züge, welche in keiner dieser beiden Reihen statlliinden, werden olıne 
Einflufs auf den Werth von o sein. Gehen aber in der Reihe #7, A Züge 
auf A, A’ auf die beiden andern Gruppen, und in der Reihe W, ® Züge auf 
It, v' aul die beiden andern Gruppen, so folgt aus der Natur der Züge, dafs 
e = r+-h-v—W—v 

ist: ein Werth, welcher, wie man sieht, nicht nur von den Zügen aufserhall 
H und V und deren Ordnung, sondern auch von der Ordnung der Züge in- 
nerhalb jener Reihen unabhängig ist. 

Man kann demzufolge annehmen, dafs der letzte aller Züge auf A ge- 
gangen sei. Ist aber o0>2, so kann man, wie in (Art.3) diesen Zug als 
ungeschehen betrachten und durch eine Reihenfolge andrer Züge. welche in 


derselben Reihe, wie der weggelassene Statt zu finden haben, den Werth von 
o bis auf 1 oder 2 abnehmen lassen. 


Sind in einem gegebenen Systeme durch eine Reihenfolge von Zügen 
alle Gruppen bis auf eine, zwei oder höchstens drei leer geworden: liegt von 
diesen Restgruppen, wenn es ihrer mehrere sind, keine in derselben horizon- 
talen oder verticalen Reihe, wie eine andre, und enthalten sie nicht mehr als 
einen oder zwei Punkte, so werden wir das auf diese Weise entstandene 
System ein dreductions- Ergebnifs des gegebenen nennen. 

Es giebt mithin in allem neun verschiedene Arten oder Klassen von 
Reductions- Ergebnissen; nämlich folgende: 

I. Eine Restgruppe mit einem Punkte. 
Il. Eine Restgruppe mit einem, und eine mit zwei Punkten. 
II. Eine Restgruppe mit einem und zwei mit zwei Punkten. 
IV. Zwei Restgruppen mit einem Punkte. 
V. Zwei Restgruppen mit einem, und eine mit zwei Punkten. 
VI. Drei Restgruppen mit einem Punkte. 
VI. Eine Restgruppe mit zwei Punkten. 
VIII. Zwei Restgruppen mit zwei Punkten. 
IX. Drei Restgruppen mit zwei Punkten. 
Die Reductions-Ergebnisse können durch ihre Zahlensysteme darge- 


stellt werden. So stellen z. B. die folgenden einen Fall aus jeder Klasse dar: 
45 * 
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I. 100 II. 100 III. 100 IV. 100 V. 100 
000 020 020 010 010 
000 000 002 000 002 

VI. 100 VII. 200 VII. 200 IX. 200 
010 000 020 020 
001 000 000 002 

©. 


Es soll nunmehr untersucht werden, auf welcherlei Reductions - Ergeb- 
nisse ein Gruppensystem (].), welches nebst seinem Zahlensysteme (II.) ge- 
geben ist, führen könne; oder, was dasselbe ist, welchen Bedingungen ein 
System genügen müsse, wenn sein Reduclions-Ergebnifs zu einer bestimmten 
Klasse gehören soll. Zu diesem Zwecke nehme man zuvörderst an, dafs man 
eine willkürliche Anzahl beliebiger Züge thue, und dafs durch dieselben das 


System (II.) in 


| wi Zu, 
GB3: da. Wen 
a” pP" y" 


übergehe. Zwischen den Systemen (II.) und (III.) wird alsdann folgende 


allgemeine Beziehung Statt finden: 


Entnimmt man dem Systeme (II.) zwei beliebige parallele Reihen #“ 
und A und dem Systeme (III.) die beiden gleichliegenden P“ und P’, ad- 
dirt darauf 1°” in A“ und Zr, 2°“ in P“ und P° alle gleichliegenden Zah- 
len, so erhält man zwei in Bezug auf Gleichnamigkeit identische Reihen; d.h. 
es werden folgende Gleichungen bestehen: 

I. G(a +b’ za” 1e b'") G(a' + PB za" PB" va" PB") 
. Gl + cd: +c":d"+c") G (« +7 sa" -y" sa" y") 
G(b’ —- c':6" cd En on Gay :p" +y":P"+-y") 
. GWW-a":b +b":c —c”) Ga": pP" ıy' +y") 
- Gld' ta":d' 4 b’.c' +.c") G(e' - z HR L My ı y") 
6. G(a" - a": b" - I -b»e " 1.c") en G(c« "Lan, gg -y"') 


Um die Richtigkeit dieser Gleichungen darzuthun, nehme man an, dafs 


\ 


\ 


| 


' | 


> 


| 


R 


von den geschehenen Zügen 
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!’ horizontale und 4’ verticale auf 4’ 
m’ re . [7 Fe. u B' 
n' a “ y' 13  ... 
I > u 2” 2 4' 
m’ . 2 w' de er B' 
n!" e “ yv'' u er Bag 
pr a Pr za ur > 4 
m’ = a. uw" 2 2 B' 
nn Re Fr y'' Fr ha Bug 
gehen. Man hat alsdann, der Natur der Züge zufolge, die Gleichungen: 
a =a+T!T m —n —W —W'—i" 
PP =b4,+m — I! —n + WW —u'— uw" 
Id er “ 
en uoias 0 ' ' ' re 
y=c+n" —I! ——m-v -—ı ) 
Be; = „ m? „ Ian n = " Bm „r an Al -. m 
a =a--.| m n — 4 2 ) 
pP" BE b'’ -- m’ RR U u n’' ne w' — w — u" 
y—=c'"+n’ — ll’ —m’+v" — v —v" 
a u a’ -- Ta wir m" i! n' -i- am En 2’ RE |. 
FB: 2 1. m PR ;| ı m m ' 2 
PT = b" m" — I" — a" u" — uw — u 
y" gb ce" n''" us pr — m" 4- v'' - v' —_y", 


woraus man zuerst durch Addition 
ar = P' - a Zn a —- b’-- a !. b’' 22 2 (n' -- n'' 4- 2 - w") 

! ! > 
«+ +a"+B" —= ab ta" 0" —2(n-n"40 


Mithin werden @+P'+«@"-+-P" und «-—+b'-a"--b", und eben so 
Also 


Yr 
P 


m ' 7 
+ u 


erhält. 
«+ P'+e"-9" und «-+d’-+a”-5" unter sich gleichnamig sein. 
hat man 


| 


GP: PB") G(a@--b’:a” +") 

Ge +P:a"+/ G(a +b':a" 0b"), 
woraus sich die Richtigkeit der ersten Gleichung ohne Weiteres ergiebt. Die 
übrigen lassen sich auf ganz analoge Weise beweisen, was wir jedoch. um 
überflüssige Wiederholungen zu vermeiden, übergehen *). 


| 





*) Wählt man zwei dieser Gleichungen so aus, dafs sie zusammen alle neun Zahlen 
a’, ',c, a", ... und folglich auch alle neun Zahlen «', f', y', @",.... enthalten, so 
begreifen sie immer auch die vier übrigen implieite in sich; d. h. man kann diese aus 
jenen direct herleiten. 

Zum Beweise dieses Satzes, dessen wir übrigens zu unserm Zwecke nicht bedürfen, 
wird es genügen, die beiden ersten Gleichungen, welche, wie überhaupt je zwei der 
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In Folge dieser Gleichungen sind die Gleichnamigkeitsverhältnisse in 


. ! f „ rm arm 
den sechs Reihen «+, «+ P", «+ pP"; «+y', «"+y", a" 1"; u.S. w. 


als bekannt anzusehen, da «@--b', «’-+-b" u. s. w. gegebene Zahlen sind. 


2. 


Da es bei einer Reihe von drei Zahlen nur zwei Arten oder Kate- 
sorien von Gleichnamigkeitsverhältnissen giebt, indem nämlich eine Zahl mit 
den beiden andern entweder ungleichnamig oder gleichnamig sein mufs, so 
müssen in zwei Reihen, wie z.B. 

(a) a--b, +0", a" +6" und d-+c, a’ -+c", dc” 


i 


oder in den von ihnen abhängigen 


\ B ! m]; ‚" ! In m aM “s ! " "» ı ı 
() d-P,a@a+Pp,e+pP und «+Yy, a +y”, a"ty 
drei ersten oder der drei letzten, die erwähnte Eigenschaft haben, zu Grunde zu legen, 
indem der Beweis für jedes andre Paar eanz ähnlich ist. 
Man entnehme also den beiden ersten Gleichungen die darin enthaltenen: 
G(@'-+, Fa I_ 9") Pa G(« + Wa" +6") 
Ge + Ye" 4") = G(W+ed:d"+c"), 
woraus sich auf die Gleichnamigkeit der Zahlen ®-+P'+a«"+£" und «+V La" u" 


und ebenso auf diejenige von « "Lo '+@"+y" und «+cd-+a"+c" schliefsen läfst. Aus 
diesen Verhältnissen ergiebt sich ferner, durch Addition, die Gleichnamigkeit von 


2a’ +-2e" + A'+y'+B"+7" und 2a +2" + He 0" 4c" 
und folglich auch diejenige von 4 Hr+e re und d’-Le'—b"-+-c". Es ist daher auch 
G(d'+y':P" + Gb -e:0"+c"). 
Auf ähnliche Weise erhält man 


Gi; B'+y': E45 y'") — GW +c:U"4c") 
6 (@' + B':a" + 5"") — G (« r Dia En u") 
G ( a' sa 47 y'") — 6 (a! + ca" 2 em); 


wodurch die Richtigkeit den ala A: vollständig bewiesen ist. Die Richtig- 
keit der vierten Gleichung erhellet noch einfacher aus der schon bemerklich gemachten 


Gleichnamigkeit von « Er A'+a"+Pp" und «-+b'+a"-+b" und von «'+y' +a"47" und 
a'+c'+ta"+c", indem sich daraus unmittelbar 


G(@'+a': BP") = GW ta": W +0") 
Ge -a":y' ty") = G(Wta":d ce") 
ergiebt. Auf ganz ähnliche Weise verfährt man bei der fünften und sechsten Gleichung, 
indem man von 
«+ Pa" + A") — G(a@ +W:a" +4") 
a’ y' . a y'") G (+ e!: a" + er) 


a" 2 p" . a’! 4 a") — G (a + u : a - u") 
(i (a! 2. y'' . a y) — (G (a" + c’' . a’ + ec") 


aus 


und 


und 


und 


ausgeht. 





50. Reifs, zur Theorie des Solitär - Spiels. 355 


die gleichzeitig bestehenden Gleichnamigkeitsverhältnisse noihwendiger Weise 
zu einer der folgenden Kategorien gehören: 

I. und II. In jeder Reihe ist eine bestimmte Zahl mit den beiden 
übrigen ungleichnamig, und diese bestimmten Zahlen haben in beiden Reihen 
I. gleiche, II. ungleiche Lage. 

III. In der einen Reihe ist eine bestimmte Zahl mit den beiden übri- 
gen ungleichnamig, während in der andern alle Zahlen unter sich gleich- 
namig sind. 


r 


IV. In beiden Reihen sind alle Zahlen unter sich gleichnamig. 

Hierbei ist nicht zu übersehen, dafs es in jeder Reihe, in welcher 
nicht alle Zahlen unter sich gleichnamig sind, drei Fälle giebt, indem nämlich 
entweder die erste mit der zweiten und dritten, oder die zweite mil der er- 
sten und dritten, oder endlich die dritte mit der ersien und zweiten ungleich- 
namig sein kann. Es wird daher, um es möglich zu machen, diese Fälle 
unter einem einzigen zu begreifen und zugleich die Lage der in den Svste- 
men (11.) und (Ill.) enthaltenen Zahlen auf eine allgemeinere Weise zu be- 


m 
,) durch vr, s, € zu ersetzen; wo unter 


zeichnen, gut sein, die Accente (', 
r ein beliebiger dieser Accente, unter s ein beliebiger der beiden andern und 
unter Z der übrig bleibende verstanden wird. Diese Substitutionen verwandeln 
die Zahlen «, D’, c',«",... in a,b’, ec’, a‘, ...; die Zahlen a’, P', y\, «",.. 
in @', P’, 7; @, ... und die Reihen («) und («) in 

(a) d«-+b, @«-+b, db und We, ac, a -+c 
und 

(eo) +, +Ppß, «+ und "ty, 17, a ty, 
wodurch nur die Ordnung, nicht aber der Werth der Zahlen geändert werden 
kann; während in den Reihen («)’ und («&)', eben so wie in den Reihen («@) 
und («), die gleichliegenden Zahlen sich wechselsweise entsprechen: so dafs 
die Kategorie der Gleichnamigkeitsverhältnisse in (@)’ und («)' in allen Fällen 
dieselbe, wie die in («) und («) geltende, sein wird. 


S, 

Zwischen der Kategorie der Gleichnamigkeitsverhältnisse, welche in 
den Reihen («) oder («)' Statt finden und der Klasse des Reductions-Er- 
gebnisses, welches man aus dem ursprünglichen Systeme herleiten kann, be- 
steht eine gegenseitige Abhängigkeit, die wir nunmehr näher zu erörlern im 
Stande sind. Nimmt man nämlich an, dafs aus den Zügen, deren Anzahl und 
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Beschaffenheit im Vorigen als willkürlich angesehen worden, ein bestimmtes 
Reduclions-Ergebnifs hervorgehe, so werden dadurch die Zahlen «', p', y', «" 


y oo. 


r 


oder «', 9’, y’, @'‘, ... bestimmte Werthe (0, 1,2) erhalten, und je nach diesen 
Werthen werden sich auch die in den Reihen («)’ enthaltenen Zahlen an- 
geben lassen. Kennt man aber diese Zahlen, so kennt man auch die in den- 
selben Reihen Stalt findenden Gleichnamigkeitsverhältnisse, welche, wie wir 
wissen. mit den in den Reihen (#)’' bestehenden identisch sind. Man hat also, 
um die gegenseitige Beziehung zwischen diesen letzteren und den Reduclions- 
Ergebnissen festzusetzen, alle möglichen Fälle in dieser Hinsicht klassenweise 
zu prüfen. Ehe man jedoch dazu schreitet, wird es zweckmäfsig sein. die 
Bemerkung vorauszuschicken, dafs es dabei auf die Resigruppen mit zwei 
Punkten nicht ankommt; d.h. dafs es rücksichtlich der in den Reihen («)' 
Statt findenden Gleichnamigkeitsverhältnisse einerlei ist, ob man sich eine vor- 
handne Resigruppe mit zwei Punkten als bestehend, oder als nicht bestehend 
vorstellt. Im ersten Falle wird nämlich die ihr entsprechende unter den Zah- 


’ 


len @', PD’, Y, &, 2... —=2, im zweiten dagegen —=0 werden. Es ist aber 
augenscheinlich, dafs die Substitution des einen dieser Werthe für den andern 
die Gleichnamigkeitsverhältnisse in den Reihen («)' unverändert läfst, da «@—- 5’ 
und € —- 9" —2, @-+P° und @-+-P°—2, u. s. w. unter sich gleichnamig sind. 


Y. 

Aus dieser Bemerkung folgt zunächst, dals Reductions- Ergebnisse. 
welche zu der ersten, zweiten oder dritten Klasse gehören, auf idenlische 
Gleichnamigkeilsverhältnisse in den Reihen («)' und mithin auch in den Rei- 
hen («@)’ führen, wenn nur die Restgruppe mit einem Punkte in ihnen dieselbe 
Lage hat. Es genügt also, statt aller drei, nur die erste in der angedeuteten 


Hinsicht zu prüfen. Da nun in derselben acht Zahlen —= O0 sind, während die 
neunte —=1 wird, so sind hier nur die drei Fälle: 1" «=1, 2" f"—=1., 





3° y’—1 zu berücksichtigen, weil # jeden der drei Accente bedeuten kann. 
Nun gehen aber die Reihen («)’' im ersten Falle in 1, 0, O und 1, 0, O0; im 
zweiten in 1. 0. O und 0, 0, 0; im dritten in O0. O0. O und 1, 0, O über. 
Also werden, da O mit geraden Zahlen gleichnamig ist, und da in den Rei- 
hen («)' dieselben Gleichnamigkeitsverhältnisse wie in («)' Statt finden: 


im ersten Fall: 


a --b’ mit a’-+-b5° und «’-- 5‘ ungleichnamig, 
a--c" mit @—+c’ und «-+.c‘ ungleichnamig; 
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im zweiten Falle: 
a --b" mit a’ -+b° und «'-+- 5’ ungleichnamig, 
«--c, @+c, «-—+c 
im dritten Falle: 
a —+b', a +b‘, ab’ unter sich gleichnamig, 
a--c" mit @’ + ec’ und «--c’ ungleichnamig 
sein. Hieraus ergiebt sich folgender Satz: 
Läfst sich aus einem Systeme ein Reduclionsergebnils erster, zweiter 
oder dritter Klasse herleiten, so müssen die Gleichnamigkeitsverhältnisse 
in den nach jenem Systeme gebildeten Reihen («)' oder (4) zur ersten 
oder dritten Kategorie gehören. 


-+-c’ unter sich gleichnamig; 


Die vorausgeschickte Bemerkung zeigt ferner, dafs die Prüfung der 
fünften Klasse auf die der vierten zurückgeführt werden kann. Es sind in 
dieser sieben Zahlen = 0, die beiden andern —=1; also genügt es, der all- 
semeinen Bedeutung der Accente r und s wegen, die Fälle: 1" «"—=1, #°’—1; 
2" "1, y’—=1; 3" 9 —=1,y'=1, zu betrachten. Die Reihen («)’ neh- 
men aber im ersten Falle die Werthe 1, 1, O und 1. 0, 0; im zweiten die 
Werthe 1, 0, O und 1, 1, 0; im dritten die Werthe 1. 0, O und 0, 1, O an; 
woraus folgt, dafs 

im ersten Falle: 

a«-—+b' mit «0b und «@-+-b’, 
a --c" mit @ + ec" und «--c'; 
im zweiten Falle: 
a’ --b’ mit aD’ und «--b‘, 
a+c mit «@+c und @-+e'; 
im dritten Falle: 
a@--b’ mit a’ +5’ und «+b‘, 
a --c’ mit a’ —-c" und «+ c! 
ungleichnamig sind. Man hat also folgenden Satz: 
Läfst sich aus einem Systeme ein Reductions- Ergebnils vzerter oder 
fünfter Klasse herleiten, so müssen die Gleichnamigkeitsverhältnisse in 
den nach jenem Systeme gebildeten Reihen (#) zur zweiten Kategorie 
gehören. 


Es ist übrigens hierbei zu bemerken, dafs die obigen drei Fälle eigent- 
lich nur einen einzigen darstellen, da die Gleichnamigkeitsverhältnisse in den 


Reihen («)', auf welche sie führen, sich durch Vertauschung der Accente 
Journal für Mathematik Bd. LIV. Heft 4. 46 
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aus einander herleiten lassen. So gehen die im ersten und zweiten Falle gül- 
tigen Verhältnisse durch Vertauschung von r und /, die im zweiten und dritten 
bestehenden durch Vertauschung von s und / gegenseitig in einander über. 
‘s ist ferner leicht zu sehen, dals die Gleichnamigkeitsverhältnisse in 
den Reihen («#)', auf welche ein beliebiger der aufgestellten Fälle führt, sich 


noch aus zwei andern ähnlichen Fällen herleiten lassen. So wird z. B. 
ab" mit a’ --b’ und «--b', 
ac mit @+c" und ad’ -—+c‘, 
ungleichnamig bleiben, wenn man statt #”"—=1, y’=1, entweder «' —=1., 
’—1, der a —=ı1, FT, seisl. 


Geht man nun zur Prüfung der sechsten Klasse über, worin drei 


d 


Zahlen —= 1 werden, so genügt es, einen einzigen Fall, z.B. « —=1, 9 —=1, 
y'—=1, zu berücksichtigen, da hier alle Basen («, ,y) zugleich vorkommen 
und mithin, je nach der Bedeutung der Accente, alle möglichen Fälle erzeugt 
werden können. In Folge dieser Bestimmungen erhalten aber die Reihen («)' 
die Werthe 0, 1. 1 und 1. O0, 1. Es muls also 

a’ 5b’ mit @ +5’ und ab‘, 

ac’ mit @-+c" und «—+c 
ungleichnamig sein, woraus sich auf denselben Satz wie bei der werten und 
fünften Klasse schliefsen läfst. 

Was endlich die siebente, achte und neunte Klasse betrifft, bei wel- 

chen nur Restgruppen mit zwei Punkten vorkommen, so werden die Zahlen 


r 


ae, PD, y, @, ... theils =2, theils —=0 sein; mithin muls dasselbe auch in 
Bezug auf die in den Reihen («)' enthaltenen Zahlen der Fall sein. Folglich 
werden diese Reihen, und ebenso die Reihen («)’' und (a4), nur aus unter 
sich gleichnamigen Zahlen bestehen; was auf folgenden Satz führt: 
Lälst sich aus einem Systeme ein Reductions - Ergebnils szebenter, 
achter oder neunter Klasse herleiten, so müssen die Gleichnamigkeits- 
verhältnisse in den nach jenem Systeme gebildeten Reihen (a.) zur wer- 


ten Kalegorie gehören. 


10. 

Da sich jede Kategorie auf bestimmte Klassen und jede Klasse auf 
bestimmte Kategorien bezieht, so lassen sich die eben gefundenen Sätze auch 
umkehren. Gehören nämlich in einem gegebenen Systeme die Gleichnamig- 
keitsverhältnisse in den Reihen («@) zur ersten oder dritten Kategorie, so 
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kann man aus demselben nur Reductions- Ergebnisse erster, zweiter oder 
dritter Klasse herleiten. Gehören dagegen jene Gleichnamigkeitsverhältnisse 
zur zwerlen Kategorie, so sind nur Reduclions- Ergebnisse vierter, fünfter 
oder sechster Klasse möglich. Gehören sie endlich zur vzerten Kategorie. 
so mufs das Reductions-Ergebnifs der siebenten, achten oder neunten Klasse 
angehören. Hiermit ist die zu Anfang des Art.6 gestellte Aufgabe vollstän- 
dig gelöst. 

Eine wichtige Bemerkung, die sich aus den Erörterungen des vorigen 
Artikels ergiebt, ist die, dafs sich die Lage der Restgruppen mit eönem Punkte 
in allen Klassen, wo sie vorkommen, ohne die Züge zu thun, aus den in 
den Reihen (a) Statt findenden Gleichnamigkeitsverhältnissen im voraus er- 
kennen läfst. 


Betrachtet man zunächst die erste Kategorie und bezeichnet durch 
a’ --b" und «--c” die Zahlen, welche mit den beiden andern in den bezüg- 
lichen Reihen enthaltenen ungleichnamig sind, so wird die Restgruppe mit 
einem Punkte der Zahl @’(«’) entsprechen. 


Wendet man sich nun zu der mit der ersten verwandten dritten Kate- 
gorie, so sind zwei Fälle zu unterscheiden: je nachdem in der ersten oder 
in der zweiten der Reihen (a4) eine Zahl mit den beiden andern ungleich- 
namig ist. Bezeichnet man diese im ersten Falle durch «”-+-b’ und im zwei- 
ten durch «”-+-c’, so wird die Restgruppe mit einem Punkte, wenn das erste 
Statt findet, der Zahl 5’, wenn das zweite, der Zahl c” entsprechen. 


Ist endlich die zweete Kategorie die geltende, und bezeichnet man 
durch «’--5" die Zahl, welche in der ersten der Reihen (a) und durch «’-+e‘ 
diejenige, welche in der zweiten mit den beiden andern ungleichnamig ist; 
bedeutet ferner 7 den dritten Accent, so werden die Restgruppen mit einem 
Punkte, 1°" wenn es ihrer zwei sind, den Zahlen 5” und c‘, oder « und c‘, 
oder auch «° und 5’; 2'“* wenn es ihrer drei sind, den Zahlen a’, 5’, c’ ent- 
sprechen. 


Was im Gegentheil die Restgruppen mit zwe? Punkten betrifft, so läfst 
sich die Lage derselben nicht im voraus bestimmen; sie hängt vielmehr von 
der Beschaffenheit der jedesmaligen Züge ab und ist im allgemeinen nur der 
Bedingung unterworfen, dafs keine Restgruppe in der nämlichen horizontalen 
oder verlicalen Reihe liegen darf, wie eine andre. 


46 * 
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11. 

Welches auch das ursprüngliche System sei, so lassen sich daraus 
eben sowohl Reduclions-Ergebnisse der einen als der andern möglichen Klasse 
herleiten. Dieser Satz bedarf eines Beweises. Denn obgleich man nach Art.5 
aus jedem Systeme ein Reductions-Ergebnifs herleiten kann, so folgt daraus 
doch nicht von selbst, dafs es deren von verschiedenen Klassen gebe. Wir 
beschränken uns jedoch hier darauf, den wichtigsten Theil dieses Satzes zu 
beweisen, und darzuthun, dafs man jedesmal zu dem einfachsten der möglichen 
Reductions-Ergebnisse gelangen könne: also, wenn die erste oder dritte 
Kategorie die geltende ist, zu einem der ersten Klasse; wenn die zweite, 
zu einem der wierien, und wenn die vzerte, zu einem der szebenten Klasse. 

Hierbei wird es nur darauf ankommen, zu zeigen, wie man die Züge, 
wenn sie nicht unmittelbar auf ein einfachstes, sondern auf ein andres mög- 
liches Reductions-Ergebnifs geführt haben, umändern könne, dafs sich den- 
noch ein einfachstes ergebe. Betrachtet man also zunächst die zweite und 
dritte Klasse, welche nebst der ersten bei der ersten und dritten Kategorie 
vorkommen können, so kann man sie beispielsweise durch die Zahlensysteme 


a. 100 b. 100 
020 020 
000 002 


darstellen und diese, um jeder Gruppe einen Namen zu geben, auf das System 
(1.) beziehen. Was nun das System a. betrifft, so kann man nach Art.5 an- 
nehmen, dafs der letzte Zug auf die Gruppe B” gegangen sei. In diesem 
Falle wird das System vor dem Zuge 


100 oder 110 

111 010 

000 010 
gewesen sein, je nachdem er ein horizontaler oder verlicaler Zug war. Läfst 
man also diesen letzten Zug weg und thut stalt seiner im ersten Falle einen 
horizontalen Zug auf A”, im zweiten einen verlicalen Zug auf B’, so entsteht 
daraus das System 


100 oder 120 
200 000 
000 000 


mithin jedesmal ein der Reduction fähiges System. Vollendet man diese durch 
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Züge in der nicht geleerien Reihe, so erhält man in beiden Fällen 


100 
000 
000 


d.h. ein System, welches ein Reductions-Ergebnifs erster Klasse darstellt. 

Geht man nun zu dem Systeme d. über und nimmt an, dafs die beiden 
letzten Züge auf B” und U" gegangen seien, so wird das System vor den- 
selben eins der folgenden: 


1. 100 2. 101 3. 110 4. 111 
111 112 010 011 
111 001 121 011 


gewesen sein, je nachdem 1°" beide Züge horizontal, 2'°° der erste horizon- 
tal. der zweite vertical, 3°" der erste vertical, der zweite horizontal, 4" beide 
verlical waren. Läfst man nun diese Züge auf BD” und CE” weg und Ihn! 
statt ihrer, 2m ersten Falle: einen horizontalen Zug auf A" und dann einen 
horizontalen Zug auf A”, zın zweiten Falle: einen horizontalen Zug auf A 
und dann einen verlicalen Zug auf EC’, öm dritten Falle: einen verticalen 
Zug auf B’ und dann einen horizontalen Zug auf A”, im vierten Falle: 
einen verlicalen Zug auf B’ und dann einen verticalen Zug auf EC’, so erhält 


man die Systeme 


ı.100 2. 102 3. 120 4. 122 
200 200 000 000 
200 000 200 000, 


welche, wie man ohne Schwierigkeit sieht, durch die Vollendung der Reduction 
in den nicht geleerten Reihen, sämmtlich, wie oben, das System 

100 

000 

000 


geben. 

Auf ähnliche Weise wie bei den Systemen a. und d. kann man ver- 
fahren, wenn man statt ihrer, andre zur zweiten oder dritten Klasse gehörige 
zu Grunde legt, oder wenn es sich um andre Klassen von Reductions -Er- 
gebnissen handelt, in welchen Restgruppen mit zweit Punkten vorkommen. 
So lassen sich dadurch die Reductions-Ergebnisse der fünften durch die der 
vierten, die der achten und neunten durch die der seebenten ersetzen. Es 
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bleibt daher nur noch übrig, zu zeigen, wie man bei einem Reductions - Er- 
gebnisse der sechsten Klasse, z. B. dem durch das System 
100 
010 
001 
dargestellten, zu verfahren habe, um daraus ein zur vzerlen Klasse gehöriges 
herzuleiten. 
Man nehme also an, dafs der letzte Zug auf die Gruppe ©” gegangen 


und ein horizontaler Zug gewesen sei. Läfst man diesen Zug weg und geht 
mithin auf das System 


100 

010 

110 
zurück, so kann man auf dreierlei Arten zwei auf einander folgende Züge 
thun, nämlich: 1" einen Zug in jeder der beiden ersten verticalen Reihen, 


2‘ einen Zug in der ersten verticalen und dann einen in der zweiten hori- 
zontalen, 3°" einen Zug in der zweiten verticalen und dann einen in der ersten 
horizontalen Reihe, woraus die Systeme 
1. 010 2. 000 3. 001 

100 001 000 

000 010 100 
entstehen, welche sämmtlich Reductions- Ergebnisse der vierten Klasse dar- 
stellen. 

Dieselben Systeme würde man übrigens gefunden haben, wenn der 
letzte Zug (auf C"") verlical gewesen, oder wenn er auf eine der beiden 
andern Gruppen (A’ und DB’) gegangen wäre. Auch sieht man leicht, dafs 
man auf ähnliche Weise verfahren könnte, wenn ein andres zur sechsten 
Klasse gehöriges Reductions-Ergebnifs zu verwandeln wäre. Es ist also 
der Beweis unsres Satzes als vollendet zu betrachten. 

Man ersieht hieraus, dafs es immer möglich ist, ein gegebenes System 
durch eine Reihenfolge von Zügen bis auf einen oder zwei Punkte zu leeren, 
welche letztere ihrerseits entweder auf zwei Gruppen vertheilt, oder in einer 
einzigen enthalten sein können. Das Kriterium für diese verschiedenen Fälle 
beruht auf den Gleichnamigkeitsverhältnissen in den Reihen («#), für welche 
man jedoch mit demselben Rechte zwei andre ähnliche Reihen, die ebenfalls 
zusammen alle neun Zahlen a’, b’, c', «', ... enthalten, wählen dürfte. 
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Wir kehren nunmehr zu der Aufgabe des Solitär- Spiels zurück, und 
wollen zunächst die zweckmäfsigste Art und Weise, die Felder zu bezeichnen 
und eenzutheilen, angeben. 

Jedes Feld wird durch die horizontale und durch die verticale Reihe 
bestimmt, denen es gemeinschaftlich angehört. Nennt man also eine horizontale 
Reihe »» und eine verlicale n, so läfst sich das Feld, welches in beiden zu- 
gleich liegt, durch mn bezeichnen; wobei man übereinkommt, den Namen der 
horizontalen Reihe immer zuerst zu selzen. 

Um die Reihenfolge oder Rang-Ordnung der Reihen — der horizontalen 
sowohl als der verticalen — anzugeben, mufs man bei beiden Arten von einer 
bestimmten Reihe ausgehen. Nennt man diese Reihe O0, so erreicht man den 
angedeuteten Zweck, wenn man die nach der einen Seite hin darauf folgende 
mit 1, die derselben zunächst liegende mit 2 bezeichnet, u. s. w. und wenn 
man ebenso der nach der andern Seite hin an die Reihe O sich anschliefsen- 
den den Namen — 1, der darauf folgenden den Namen — 2 giebt, u. s. w. 
Für — 1, — 2, ... werden wir kürzer 1’, 2’, ... schreiben. 

Zwei dieser Vorschrift gemäfs bezeichnete Felder mn und uv, rück- 
sichtlich deren jede der Zahlen m — u, n—rv, durch 3 theilbar oder —= 0 ist. 
nenne man einander congruent. 

Dieser Erklärung zufolge werden unter andern alle in einer Reihe 
liegenden Felder, welche durch 2, 5, 8, ... Zwischenfelder getrennt sind, 
einander congruent sein und es werden allgemeiner sämmtliche Felder einer 
Tafel in mehrere Gruppen unter sich congruenter Felder zerfallen. In der 
Fig1 z. B. hat man die Gruppen: 
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und in der Fig.2 die folgenden: 
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des Solitär - Spiels. 


11, 12, 
10, 13, 
11, 21, 
01, 31, 
00, 30, 
01, 31, 
11, 21, 
170, 20, 
11, 21. 


22, 
20, 
Ir, 


‘ 
2, 


03, 
31, 
22, 
13, 
27, 





ar’ 

13’ 

12' 

31 

3/0, 08° 
07; 

1’2 

13’ 

12. 


Die Anzahl der Feldergruppen kann nie mehr als neun betragen. 
Denn enthält die Spieltafel neun im Quadrat bei einander liegende Felder, 
und sondert man diese ab, wie z. B. die folgenden in den Fig. 1 und 2: 


(0) 


| 





n 
| 








110 1011 

ot’ | 00, 01 
| 

vr iro, 1 

















so wird jedes aufserhalb des Quädrats liegende Feld »»n einem oder dem andern 
der innerhalb liegenden congruent sein. Wie nämlich auch die Zahlen m und 


n beschaffen sein mögen, so mufs entweder »n, oder »— 1, oder m-+-1, und 
ebenso entweder n, oder n—1, oder n-+-1, durch 3 theilbar sein; also mufs 
auch, der Erklärung zufolge, das Feld mn einem der neun Felder 00, 10, 
1’0, 01, 11, 171, O1’, 11’ 1/1’ congruent sein. 


Es kann demnach in dem 


erwähnten Falle nicht mehr Gruppen geben als das Quadrat Felder enthält. 
Um so weniger würde dies möglich sein, wenn das abgesonderte Quadrat 
nicht vollständig in der Spieltafel enthalten wäre, wenn es also durch eine 
Fortselzung derselben ergänzt werden müfste, wie dies z. B. in der Fig. 1 
bei folgendem geschieht: 
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Denn hierdurch kann die Anzahl der Gruppen wohl abnehmen (wenn nämlich 
ein oder mehrere Ergänzungsfelder keinem Felde der Spieltafel congruent 
sind), niemals aber grölser als neun werden. 
Man bilde nunmehr ein System von neun Punktengruppen 
4A B Ü 
A" B' Ü' 
A" B' Prag 


und sage von jeder Gruppe und jedem gleichliegenden Felde eines bestimmten 
abgesonderten Quadrals (mag dieses vollständig in der Spieltafel enthalten sein, 
oder nicht), dafs sie einander entsprechen; was also, wenn z. B. das obige 
Quadrat (@) zu Grunde gelegt wird, zwischen dem Felde 11’ und der Gruppe 
A’, zwischen dem Felde 10 und der Gruppe BD, u. s. w. der Fall sein wird. 
Desgleichen sage man von jedem aufserhalb des Quadrats liegenden Felde der 
Spieltafel, dafs es derselben Gruppe entspreche, wie das ihm congruente des 
Quadrals. 

Diese Beziehungen zwischen den Feldern der Spieltafel und zwischen 
den Gruppen des Systems führen auf folgenden Satz: 

Liegen drei Felder einer horizontalen oder verticalen Reihe neben 
einander, so werden auch die ihnen entsprechenden Gruppen einer ein- 
zigen horizontalen oder verlicalen Reihe angehören und alle drei werden 
von einander verschieden sein. 

Denn betrachtet man z. B. drei in einer horizontalen Reihe neben 
einander liegende Felder mn, m(n--1), m(n--2), und sind uv, uv,, ur, 
die ihnen congruenten Felder des abgesonderten Quadrats, so müssen zu- 


vörderst die Zahlen m— u, m— u, m—u,, und folglich auch u — u, und 


u? 


w— u, durch 3 theilbar oder =0 sein. Nun gehen aber die mit u, w,, uw, 
bezeichneten Reiben durch das abgesonderte Quadrat (da die Felder ur, .u,v,, 
u, v, zu diesem gehören); der Unterschied je zweier der drei Zahlen u, w,, 
u, mufs also weniger als 3 beitragen und folglich =0 sein. Hieraus folgt. 
dafs diese Zahlen selbst unter einander gleich sind, dafs also die mn, m(n-+-1). 
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m(n--2) ‚eongruenten Felder des Quadrats und mithin auch die ihnen ent- 
sprechenden Gruppen des Systems einer einzigen horizontalen Reihe angehören. 

Da ferner die Zahlen n—v, n+1—v, n+2—rv, und mithin auch 
v1—r,»v-+2—rv, ebenfalls durch 3 theilbar oder —=0 sind, so kann dies 
nicht bei v»—v, und v—v, der Fall sein; d. h. die Zahlen v, v,, v,, und 
ebenso die mit ihnen bezeichneten Reihen müssen von einander verschieden 
sein. Folglich gilt dasselbe für die Felder uv, ur,, ur, und die ihnen ent- 
sprechenden Gruppen. 

Ebenso beweiset man den Satz, wenn die drei neben einander liegen- 
den Felder einer verticalen Reihe angehören. Es ist übrigens, wie leicht 
zu sehen, nicht nothwendig, dafs die Gruppen, welche drei neben einander 
liegenden Feldern entsprechen, sich in derselben Ordnung wie diese folgen. 
So entsprechen z. B. in der Fig. 1, wenn man dabei das Quadrat (0) zu 
Grunde legt, die Felder 11, 12, 13, welche in dieser Ordnung von der Linken 
zur Rechten liegen, resp. den Gruppen EC’, 4’, B’, wo diese Ordnung nicht 
befolgt wird und wo sogar die miltllere Gruppe einem äufseren Felde ent- 
spricht, und umgekehrt. 

Da nun die drei Felder, welche bei einem Zuge in Betracht kommen, 
in einer Reihe neben einander liegen, so ergiebt sich aus dem vorigen folgen- 
der Salz: 

Thut man auf der Spieltafel einen nach der Regel des Spiels er- 
laubten Zug und nimmt man von jeder der beiden Gruppen, welche den 
dadurch leer gewordenen Feldern entsprechen, einen Punkt weg, wäh- 
rend man zu derjenigen Gruppe, welche dem durch den Zug besetzten 
Felde entspricht, einen Punkt hinzufügt, so entsteht in dem Systeme ein 
Zug von der in Art. 1 erklärten Art. 

Diesen Zug werden wir seinerseits dem auf der Spieltafel staltgefun- 
denen entsprechend nennen. 

Versteht man endlich unter Projection eines Feldes einen Punkt, wel- 
chen man für dasselbe in die ihm entsprechende Gruppe einträgt, so schliefst 


man weiler auf folgenden Salz: 

Enthält das System im Anfange des Spiels keine anderen Punkte als 
die Projectionen der desetzien Felder, d. h. aller, mit Ausnahme des 
Anfangsfeldes, und begleitet man jeden Zug auf der Spieltafel durch den 
ihm entsprechenden im Systeme, so mufs, wenn die Tafel durch eine 
Reihenfolge von Zügen bis auf een Feld (das Schlufsfeld) geleert wird, 
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zugleich das System bis auf eenen Punkt leer werden, und die Gruppe. 
worin dieser liegt, mufs dem Schlufsfelde entsprechen. 


Hieraus folgt von selbst, dafs die Aufgabe des Solitär- Spiels keiner 
Auflösung fähig sei, wenn das auf die angegebene Weise entstandene System 
nicht bis auf einen Punkt geleert werden kann. Wir haben also nunmehr 
ein sehr einfaches Mittel erlangt, die drei zu Anfang dieses Aufsatzes ge- 
stellten Fragen wenigstens Therlweise zu beantworten. 


Man sondere nämlich von der Spieltafel ein Quadrat von neun 
Feldern ab und bilde mit Rücksicht darauf ein Gruppensystem aus den 
Projectionen aller Felder, lasse sodann nach und nach von jeder Gruppe 
einen Punkt weg und untersuche nach Art. 10, ob die dadurch entstehen- 
den neun Systeme bis auf einen Punkt geleert werden können, oder 
nicht. Ist dies bei irgend einem Systeme unmöglich, und geht man auf 
die Gruppe desselben. von welcher ein Punkt weggelassen worden, 
zurück, so darf in keinem Falle ein dieser Gruppe entsprechendes Feld 
zum Anfangsfelde gewählt werden. Wäre es ferner in keinem Systeme 
möglich, die Gruppen bis auf einen Punkt zu leeren, so liefse die Spiel- 
tafel überhaupt keine Auflösung zu. Hat man endlich für ein gewisses 
Feld, als Anfangsfeld, eine Auflösung gefunden, so läfst sich in keinem 
Falle von diesem Anfangsfelde aus zu einem andern Schlufsfelde gelangen. 
wenn dieses nicht dem bei jener Auflösung erhaltenen congruent ist. 


Denn zwei Auflösungen, die von gleichen Anfangsfeldern ausgehen. 
beziehen sich auf ein und dasselbe System: also mufs auch der Resipunkt in 
beiden Fällen einerlei Lage haben, da diese nach der Bemerkung des Art. 10 
eine vollkommen und nur auf eine einzige Weise bestimmte ist. Die Schlufs- 
felder müssen folglich einer und derselben Gruppe entsprechen und mithin 
unler sich congruent sein. 


Man wird nicht übersehen, dafs dieses Mittel, seiner Natur nach, nur 
auf negative Resultate führen kann. Es wird nämlich einerseits dazu dienen, 
gewisse Felder kennen zu lernen (wenn es deren auf der Spieltafel giebt), 
welche in keinem Fall zu Anfangsfeldern gewählt werden dürfen. Andrer- 
seits wird es, bestimmten und zulässigen Anfangsfeldern gegenüber, gewisse 
andre Felder bezeichnen, welche dabei in keinem Fall zu Schlufsfeidern 
geeignet sind. Ob aber die nicht ausgeschlossenen Anfangs- und Schlufs- 


felder wirklich Auflösungen zulassen, und wie man diese finde, sind Fragen, 
47 * 
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die hier noch unentschieden und einer weiteren Untersuchung vorbehalten 


bleiben müssen. 


Wendet man nun das angegebene Verfahren zuerst auf die durch Fig. 1 
dargestelite Form der Spieltafel an und legt dabei das Quadrat (@) zu Grunde, 
so wird das aus den Projectionen aller Felder bestehende System das folgende: 


8 453 
45 4 
8 4538 


zum Zahlensysteme haben. Läfst man nun nach und nach in jeder Gruppe 
einen Punkt weg und bezeichnet die dadurch entstehenden Systeme jedesmal 
mit dem Namen der Gruppe, worin die Verminderung Statt gefunden hat, so 
ergeben sich rücksichtlich dieser Systeme folgende Werthe für die in den 


Reihen («) enthaltenen Zahlen: 





I 





























| | 4’ | BC | A"'\B'|Cc" 4" |B" |C" 
a+b\6 |6 | 7 | 7) 7 | 7|7|I7|7 
KIZEZEIKZEZESEEEZEZE 
I UESEIEZZEELZEZEIST DE 
a+e|5j6|5|6,)6|6|6|6|6 
ee s|8 | 21817 ı 8 | 8 8 
a"+c"|6|6|6 16 |6 |6 |5 165 





Folglich gehören die Gleichnamigkeitsverhältnisse in den erwähnten Reihen bei 
den Systemen A’, A", A" zu der ersten, und bei allen übrigen zu der dr:t- 
fen Kategorie; woraus erhellet, dafs sich alle neun Systeme bis auf einen 
Punkt leeren lassen, dafs also von dieser Seite her kein Grund vorhanden 
ist. irgend ein Feld der Tafel als zu einem Anfangsfelde nicht tauglich aus- 


zuschliefsen. 


Sucht man ferner für jedes der neun Systeme die darauf bezügliche 
Restgruppe auf, was nach den in der Bemerkung des Art. 10 mitgetheilten 
Angaben geschehen mufs, so findet man ohne Schwierigkeit, dafs in jedem 
Systeme die Restgruppe mit derjenigen übereinstimmt, von welcher ein Punkt 
weggelassen worden war, dafs also das Anfangs- und das Schlufsfeld der- 
selben Gruppe entsprechen; was auf folgenden Satz führt: 
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Sind auf der durch Fig. 1 dargestellten Spieltafel Auflösungen mög- 
lich, so können es keine andern sein, als bei welchen das Schlufsfeld 
mit dem Anfangsfelde zdentisch oder demselben congruent ist. 

Ganz anders werden sich die Resultate gestalten, wenn man die dureh 

Fig. 2 dargestellte Form der Spieltafel in Betracht zieht. Alsdann wird 
nämlich, wenn auch hier das Quadrat (O0) zu Grunde gelegt wird, das ans 
den Projectionen aller Felder bestehende System das folgende: 

444 

454 

444 
zum Zahlensysteme haben. Bezeichnet man nun, wie im ersten Falle, die 
hieraus entstehenden Systeme durch A’, B’, ... so werden rücksichtlich der- 
selben die in den Reihen («) enthaltenen Zahlen folgende Werthe haben: 
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+ |\8lsı 8/7 |8 | 78|8|88 | 
a4" sl ı8jisıs|ls|rTı8|T 














Folglich werden nur die Systeme B', B"’, A", EC” bis auf einen Punkt ze- 
leert werden können, indem die Gleichnamigkeitsverhältnisse in den Reihen («) 
bei dem Systeme EC” zu der ersten, bei den Systemen 3’, B”, A" zu der 
dritten Kategorie gehören, während bei den übrigen Systemen andre Kate- 
gorien gelten. Hieraus ergiebt sich also, dafs in der durch Fig. 2 dargestell- 
ten Form der Tafel die zulässigen Anfangsfelder nur unter den, den Gruppen 
B', B", A", C" entsprechenden Feldern, nämlich unter 

10, 13, 20, 13, 

10, 20, 13, 1%, 

01, 31, 02, 31, 

01, 31, 31, 0%, 
vorhanden sein können, dafs hingegen die übrigen 21 Felder als dazu jeden- 
falls nicht tauglich, ausgeschlossen werden müssen. 
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Bestimmt man ferner, wie oben, die Restgruppen nach den in Art. 10 
enthaltenen Angaben, so findet man 


für das System B’ die Restgruppe 3”, 


m ! 
ee TEN B', 
„ ı„ 
er „ 


woraus sich folgender Satz ergiebt: 
Ist in einer der beiden Linien 
10 SB; 98, 13, 
10, 20, 13, 193, 
oder in einer dieser andern 
or, Bl OR: 
9, 31..:94, 09, 
ein Feld als Anfangsfeld zulässig, so mufs das Schlufsfeld in der an- 
dern der zusammengehörigen Linien enthalten sein. Das Schlufsfeld kann 
also niemals, wie im ersten Beispiele, mit dem Anfangsfelde ödentisch 
werden. 





Nachdem somit unsre Aufgabe zu Ende geführt ist, wollen wir noch 
zeigen, wie man aus jeder bestimmten Auflösung gewisse andre herleiten 
könne. Dazu können verschiedene Hülfsmittel dienen, welche wir hier nach 
einander in Erwägung ziehen werden. 


2. 
Ist von drei in einer Reihe neben einander liegenden Feldern £", F", 
F'' nur ein äufseres F”” besetzt, und bringt man die Marke desselben auf 
das andre äufsere Feld F#”, während man auch das mittlere #"' durch eine 
zweite Marke besetzt, so nenne man dies einen Zug zweiler Art‘*). Da- 
gegen nenne man die bis jetzt betrachteten, eigentlichen Züge, zur Unter- 
scheidung von diesen, Züge erster Art. 
Hat man einen Zug der einen Art gethan, so kann man denselben 
immer durch einen der andern Art wieder aufheben. So wird z. B. der 
Zug zweiter Art von F"’ auf F’, welcher den erster Art von F” auf FE" 





*) Diese Züge sind es, welche Leibnitz als Ersatz der üblichen in Vorschlag bringt, 
um durch sie gewisse Felder nach und nach zu besetzen und auf diese Weise bestimmte 
Figuren zu bilden, woraus allerdings eine gröfsere Mannigfaltigkeit der Aufgaben hervor- 
seht, was aber im Grunde auf die Annahme verschiedener Spieltafeln hinauskommt. 





50. Reifs, zur Theorie des Solitär - Spiels. 371 


möglich macht, durch diesen wieder aufgehoben. Dasselbe wird der Fall sein, 
wenn man, insofern es möglich ist, zuerst den Zug erster Art von F’ aul 
F'"" thut und darauf den Zug zweiter Art von F"’ auf F” folgen läfst. In 
beiden Fällen wird nämlich der Zustand der Tafel, wie er vor den Zügen 
war, wieder hergestellt. 
Züge beider Arten, welche einander aufheben, sollen Geyenzüge von 
einander heifsen. 
Aus diesen Erklärungen ergeben sich ohne Weiteres folgende Sätze: 
1. Bezeichnet man eine Tafel, auf welcher gewisse Felder besetzt, 
gewisse andre unbesetzt sind, mit T’’, und dieselbe Tafel, wenn sie sich 
im entgegengesetzten Zustande befindet, d. h. wenn alle auf T’ besetzten 
Felder auf ihr unbesetzt sind und umgekehrt, mit 7", so kann man. 
wenn auf T’’ ein Zug erster Art von F' auf f möglich ist, auf T’” dessen 
Gegenzug, nämlich den Zug zweiter Art von f auf F’ thun. 
2. Führt man beide Züge wirklich aus, so wird auch nach den- 
selben der Zustand von 7’ und 7” entgegengesetzter Art sein. 
Man nehme nun an, dafs auf der Tafel T’ alle Felder bis auf eins. 
z. B. f', besetzt seien, und dafs sich durch eine Reihenfolge von Zügen erster 


Art, nämlich 
von FE’ auf f', 


' AL „ 
- 5 un f 2 
Li FE" Bi. — 
en 
RR HF n Li: n. 


alle Felder bis auf f” leeren lassen. In diesem Falle ist es auch möglich, 
auf der Tafel 7” durch die Gegenzüge zu den eben angegebenen, wenn sie 
sich in derselben Ordnung wie diese folgen, alle Felder bis auf f” zu besetzen. 

Denn da zu Anfang der Zustand von T” demjenigen von T’ ent- 
gegengesetzt ist und man auf dieser Tafel den Zug (erster Art) von #F" 
auf f' thun kann, so mufs auch auf 7” dessen Gegenzug, nämlich der Zug 
(zweiter Art) von f’ auf F" möglich sein, und durch diese beiden Züge 
wird der Zustand der Tafel nicht aufhören, entgegengesetzt zu sein. Da man 
ferner nach jenen Zügen auf 7" den von F” auf f” thun kann, so kann 
man auch auf 7" dessen Gegenzug von f” auf F" thun; und auch nach 
diesen beiden wird der Zustand der Tafeln entgegengesetzt bleiben. Schreitet 
man nach und nach zu allen folgenden Zügen weiter, so mufs, so lange der 
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Zustand der Tafeln entgegengesetzt bleibt, für jeden Zug auf der Tafel T' 
dessen Gegenzug auf der Tafel T" möglich sein, und also auch nach den- 
selben derselbe Gegensatz bestehen. Folglich mufs dies vor und nach jedem 
Zuge der Fall sein, so dafs alle Gegenzüge möglich sind und auf 7” nach 
und nach alle Felder bis auf f” besetzt werden können. 
Hat man aber auf der Tafel 7’ nach einander alle Züge zweiter Arl 
von f auf #", 


„ 7) 
Bi f - £E", 
nl In—1 
en OE,  ».. i 
ä 
Fu Ri un F”, 


selhan und dadurch alle Felder bis auf /” besetzt, so kann man alle diese 
Züge, von dem lelzien zum ersten zurückgehend, durch ihre Gegenzüge. 
nämlich durch die Züge ersier Art 

von £" auf f”, 


In ın—1 
Be i nl _ Jr , 
= F’ u 77 
. 2 
un F’ u ä 


wieder aufheben und auf diese Weise alle Felder bis auf f’ von neuem 
leeren. Dies giebt folgenden Satz: 

Kennt man eine Auflösung, bei welcher f’ das Anfangs- und f’ 
das Schlufsfeld ist, so läfst sich daraus eine andre herleiten, bei welcher 
iene Felder ihre Bedeutung mit einander vertauschen. Dies geschieht. 
indem man die Ordnung der Züge umkehrt. 


u3. 

Hat man eine Auflösung gefunden, bei welcher F" das Anfangsfeld 
ist. und geht der erste Zug von F'”, auf F", bezeichnet man ferner das zwi- 
schen diesen liegende Feld mit #"' und das auf der andern Seite von F'" 
in derselben Reihe befindliche (wenn es ein solches auf der Tafel giebt), 
mit #"', so kann man auch F"' als Anfangsfeld annehmen. 

Denn thut man unter der Voraussetzung, dafs F" das Anfangsfeld sei, 
den ersten Zug (von FE" auf F’), so werden in Folge davon nur die bei- 
den Felder # und #”” unbesetzt, alle andern Felder der Tafel hingegen 
besetzt sein. Dasselbe wird aber offenbar auch dann Statt finden. wenn #"' 
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das Anlangsfeld war und der erste Zug von F" auf F" ging. In beiden 
Fällen wird also der Zustand der Tafel nach dem ersten Zuge derselbe sein: 
mithin kann man auch auf den Zug von F” auf F" dieselben Züge folgen lassen 
wie auf den von F"’ auf F’ und dadurch das gleiche Resultai erreichen. 

Auf ähnliche Weise, wie das Anfangsfeld, kann man auch das Schlufs- 
feld mit einem andern verlauschen. Ist man nämlich zu einem Schlufsfelde f’ 
gelangt und war der letzte Zug von f”’ auf f’; ist ferner f” das zwischen 
diesen liegende Feld und giebt es in derselben Reihe, auf der andern Seite 
von f”” ein Feld f": so sind vor dem letzten Zuge die Felder f” und f" 
die allein besetzten der Tafel. Man kann also eben sowohl den Zug von f” 
auf f, als den von /"’ auf f’ thun, wodurch man f statt f’ als Schlufs- 
feld erhält. 

Man sieht hieraus, dafs, wenn man von dem Anfangsfelde #" aus zu 
dem Schlufsfelde f’ gelangen kann, oder, wie sich der Kürze wegen sagen 
läfst, wenn die Aufgabe #’...f’ eine Auflösung zuläfst, dies auch in Be- 
zug auf die Aufgaben: F"...f', #'...f', F*...f' 


vorausgesetzt, dafs die Felder #" und f" wirklich auf der Tafel liegen. 


der Fall sein wird. 


BuR. 

Die bis jetzt angegebenen Hlülfsmittel finden ihre Anwendung, welches 
auch die Form der Spieltafel sei. Wir wollen jetzt noch auf ein andres 
aufmerksam machen, welches nur bei solchen Tafeln benutzbar ist, auf denen. 
wie in den Figuren 1, 2, 3, alle Felder symmetrisch um ein Mittelpunkts- 
feld (00) herumliegen. Bedient man sich in diesem Falle der oben erklärten 
Bezeichnung der Felderreihen (...2.1.0,1',2',...) und der darauf beruhen- 
den Bezeichnung der Felder selbst, so lassen sich zwei Felder, mn und ur, 
ähnlich liegende nennen, wenn die Reihe »n und eine der Reihen «, v, und 
zugleich die Reihe rn und die andre der Reihen u, v von OO gleichen Ab- 
stand haben, wenn also die Zahlenpaare m und «, n und v, oder diese an- 
dern: zn und v, n und u gleiche absolute Werthe haben. Es wird folglich 
auf jeder Tafel, deren Felder symmetrisch um 00 berumliegen, je «cht unter 
einander ähnlich liegende Felder geben, die, wenn für —n und —n resp. 
m' und m’ geschrieben wird, allgemein durch 


mn, mn, mn, mn, nm, nm, nm, n'm 


bezeichnet werden können. Es ist jedoch hierbei nicht zu übersehen: 
Journal für Mathematik Bd. LIV. Heft 4. 48 
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1" dafs diese Anzahl sich auf ver reducirt, wenn m oder n—0 
ist, da in diesem Falle m — m’, oder n—=n!' sein wird, und ferner, wenn 
nn, da alsdann die Felder mn und nın, m'n und nm’, u. s. w. identisch sind; 

2" dafs sie sich auf eöns reducirt, wenn m —=n—( ist. 

So giebt es z. B. in Figur 1 folgende Gruppen ähnlich liegender Felder: 
i. 00 
. ER 
3. 20, 20, 02, 02 
4. 30, 30, 03, 093’ 
5 DE EEE 
. u, 1... IF RR U, u Fr 


2... 28.23. 38, 19.2, 9.981.357, 

Nun giebt es aber für jede Tafel, auf welcher alle Felder symmetrisch 
um OO herumliegen, acht verschiedene Lagen, in welchen sie denselben Raum 
einnehmen wird. Diese Lagen lassen sich durch folgende Schemata andeuten, 
in welchen nur die zunächst um OO herumliegenden Felder 10, 01, 1'0, 01’ 


angegeben sind: 


10 01’ 1'0 01 

1. 01’ 00 91 2. 1000 10 3.010001 4. 10 00 10 
10 01 10 01’ 
10 01 1'0 01’ 

. 01 00 01! 6. 1000 10 . 01'009 s. 10 00 1’0. 
1'0 01’ 10 01 


Die Lagen 2, 3, 4 erhält man nämlich aus der ersten, wenn man die 
Tafel in ihrer Ebene von der Linken zur Rechten um O0 herumdreht, bis 
das Feld 10 mit O1. dann mit 1’0 und endlich mit 01’ zusammenfällt. Ferner 
geht die erste Lage in die fünfte über, wenn man die Tafel um die Reihe 
... 10 00 10... auf eine solche Weise herumdreht, dafs die nach unten 
gekehrie Seite ihrer Ebene nach oben zu liegen kommt; und umgekehrt. 
Aus der fünften Lage endlich entstehen die Lagen 6, 7, 8 auf dieselbe Weise, 
wie die Lagen 2, 3, 4 aus der ersten. 

Betrachtet man diese verschiedenen Lagen näher, so überzeugt man 
sich leicht, dafs, wenn man eine solche symmetrische Tafel aus der ursprüng- 
lichen Lage in eine andre bringt, in welcher sie wieder denselben Raum ein- 
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nimmt, jedes Feld ein ihm ähnlich liegendes decken werde. und zwar. mil 


bestimmteren Worten: dafs allgemein jedes Feld 
mn in der Lage 2 mit n’n in der ersten. 


- - - . - 3- mu - - - 
- - -. .- 4- mm - - - 
- - - - 5 - m - - - 
- - - . .- bG- ım - - - 


- .- - . - 17- mn - - - 
- 2... .- ß- nm - - - 
zusammenfallen werde. 

Hat man also eine Auflösung gefunden, bei welcher m,n, das Anfangs- 
feld ist, so ergeben sich daraus andre, bei welchen irgend ein mit zn, », ähnlich 
liegendes Feld «,v, zum Anfangsfelde dient. Dies wird deutlich werden. 
wenn man zuvörderst die Spieltafel aus der ursprünglichen Lage in eine 
andre bringt, worin sie wieder denselben Raum einnimmt. worin aber ın,n 
mit ,”, zusammenfällt. Alsdann wird nämlich auch jedes andre Feld, ın,n-, 
mit einem Felde u,»”; zusammenfallen, welches aus jenem durch dieselbe Sub- 
stitulion entsteht, wie w,v, aus m,R,. Geht also, bei der als bekannt angenom- 
menen Aüllösung, der erste Zug von zn, n, auf m,n, und allgemein der A" Zug 
von 1;,,%;,, auf mın,, so fallen diese Züge mit denen von «,v, auf ur... 
VON AyııYy.ı Auf 14V, ... zusammen. Diese letzteren, bei welchen «.,: 
das Anfangsfeld ist, führen mithin gleichfalls zu einer Auflösung. und zwaı 
zu einer, bei welcher das Schlufsfeld sich aus dem bei der ersten erhaltenen 
durch dieselbe Substitution wie «,», aus 2n,n, herleiten läfst. 


EV. 

Wendel man die obigen Hülfsmittel auf die durch Fig. 1 dargestellte 
Form der Spieltafel an, so erhellt aus dem letzten derselben, dafs es genüge. 
von jeder Gruppe ähnlich liegender Felder immer nur eins als Anfangsfeld 
ın Betracht zu ziehen, also z. B. die folgenden: 

00, 30, 2'0,. 30, 11, 12’, 13, 
die, nach ihrer Congruenz, auf folgende Weise geordnet werden mögen: 
00, 30, ... 10, 2'0, 13, ... 11, 17. 

Da nun, wie oben gezeigt, für diese Form der Tafel jedes Anfangsfeld nur 
ein mit ihm identisches oder ihm congruentes Schlufsfeld zuläfst, so werden 


alle denkbaren Aufgaben in den folgenden inbegriffen sein: 
48 * 
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1. 00...00 6. 30...00 11. 10 ....10 15. 2'0...10 
2. ©...:830 I. 30..:80 12:540....38 16. 20...13 
3.00...09 B 20... 08 13. 10 ....2°0° 17. 20...20 
. D.:.:80 . 30...830 Fee | 5 ıs. 20...13 
>. 00...03° 10. 30...0% 


io. 323.9 3. MH 5 
. 12.98 u. 2. 9984: 98 
+ 3.39 5 DT TEE 
2. 13...38 


Von diesen Aufgaben lassen sich jedoch verschiedene, theils vermöge 
des letzten Hülfsmittels, theils vermöge des ersten, oder beider zugleich, ge- 
venseitig auf einander zurückführen. Dies wird namentlich bei jeder der fol- 
senden Gruppen von Aufgaben der Fall sein: 


I. 2,3,45,6 ll. s, 10 Ill. ı2, 14, 19 IV. 13,15 
V. 16, 18 21 vl. 34 


Es bleiben also aus diesem Grunde nur folgende 16 Aufgaben übrig: 


ı. 00...00 Ri 13 11 ...11 
00...30 2ER ee, 
2: Bei u en |; 5:20 
4. 80.08 2:33 RR 7, > ABB 
5:00 iR 10. 20...20 

0500 BE 

1288 


Aber auch diese Anzahl wird sich noch verringern lassen, wenn man 
schliefslich das swesfe Hülfsmittel anwendet. Bezeichnet man nämlich allge- 
mein einen Zug. der von F auf f geht, durch F'—f, und ferner eine Auf- 
gabe f'...f, bei welcher nicht nur das Anfangs- und Schlufsfeld (f’ und 


f‘), sondern auch der erste und letzte Zug (F'—f' und F’—f°) zu den 
Forderungen gehören, durch 


IR [9] 
„25, 26. 


D 





F'—f' 
ö 20 — . 
so wird man aus der Auflösung der Aufgabe >, Yermöge des zweiten 
I kp", Ba i 20 —00 10— 30 A 
Hülfsmittels auch diejenige von 10-30 und von 10-30 herleiten können; sie 


wird folglich zugleich den Aufgaben ı, 2, 3 genügen. 








=} 
a | 
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12 — 10 
ee 





Auf ähnliche Weise findet man, dafs die Auflösung von 


— 1 
Aufgaben 6, 7, 11; ferner die von an den Aufgaben s, 9 und endlich 
—11 


11’ . 
die von „5 —zy den Aufgaben 13, 14, 16 Genüge leiste. Demnach wer- 


den alle Aufgaben, welche bei der in Betracht gezogenen Tafel vorkommen 
können, sich auf eine der folgenden zurückführen lassen: 


2000 12_10 1m—4 
. 0-0 4 9-1 » men 
ee a 1er... 


00— 20 
3..30...3'0 ». 20...20 
7: 1355.18 


Wir fügen hier zum Schlusse Auflösungen dieser verschiedenen Fälle 
bei, woraus sich die Auflösbarkeit aller möglichen Aufgaben thatsächlich und 
ohne weiteres ergiebt. 

20 — 00 

1) 0° 
1.20 —00 7.017—2T 13.01—-?71 1902 —00 2.13°—-11 
».12 —10 3s.317—1i1' 14. 13—11 2.217 —01 2. 30 — 1’0 


3.00 —20 910-1? 1». 13—13 2ı.13%9—11 2. 10 — 1’? 
+. 12° —10 10. 11—11 16. 10—12 22. 01’—?21’ as 31’— 11 
5. 31'’—11’ 11.21 —01 1 13—11 2.13% —13 2. 172’ — 10 
6. 31 — 31’ 12.31 —11 ıs. %1—01 219° —1% 30. 10 —10 


31.20 —00 


(2) 30...03. 
ı. 10 —30 7.13—11’ ı3 10 —1?’ ı912—10 3. 01— 21 
2. 12’— 10 s. 13’ —13 14.317’ —11' 9. 31—11 8.13 —11 
3..00—rR0 9. 12’ —12' 1531 —31' 
4 


231.10—12 27. 21 —01 
.3Y7 —11’ 10.01'—21’ 16. 01’—?1i’ 22. 13—11 2s. 20 — 00 
5.30 —10 11.13'—11’ ı7. 31’ —ı11' 23.13 —13 29. 00—02 
s. 10 —1? 12.217—01’ ı8s 1’ —10 212 —12 30. 21 — 01 


31. 01—03 
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8.) 30...3'0. 


Von Zug 1 bis Zug 24 wie in der vorigen. 


35. 10—1'2 29 .11—11 

ss 11—11 30. 12—10 

27. 13—11 31. 10 —30 

ss. 23-03 
(4.) En 

ı. 12 — 1 .01—21' 13.21’ —01 1. 10 —1? 3. 10—1'’2 
. 31 —11 3. 1°’ —11 1.19’ —11 291’ —T1 213 —-11 
o—12 9. 217—01 1.01’—21 211%’ —-10 2. 21—01 
0 —10 vw Pr!—11 1. 8$S T-IT 01-71 ». 13-192 
1!’—i11 1.039’—01 1 31 —31 2.13 —11 2900-02 
31'—11' ı2. 11 —11’ ıs. 21 —?i' 2.13 —13 30 12—12 
31.12 —10 


" 12 — 10 
(d.) 00—20 





Von Zug 1 bis Zug 27 wie in der vorigen. 
12—10 29. 10— 10 30. 02 —00 31. 00 —2'0 


(6.) '2'0...20. 


00—20 12—12 1 10-1? 1»2’r-—-0 3 12 —10 
2-10 s01=99 u. Ir fi 0'702 26 70-90 


31—11 . 13 —11 15. 1’—T} 21.31 —-N 2 00-07 
. 10—12 10. 21—01 ı6. 19-17 22.317 —3l 28.217 —-01 
5. 13—11 1 12’ —10 17.017—?21 23.01 —21 2 09°’ —-00 
13—-13 1 317’—11' ıs 13° —11’ 24.31 —11 30. 30 — 10 


31.00 —?’0 


(79: 38. 48. 
’ A i . 12— 10 
(. 11—13. Von Zug 2 bis Zug 6 wie bei 131g; von Zug 7 bis 


Zug 30 die den Zügen in derselben Auflösung horizontal gegenüberstehenden. 
d.h. für jeden Zug mn — uv diesen andern: m(—n)— u(-v); also nach 
unsrer Bezeichnung, für mn — ur, mn’— uv'; für mn—uv', mn’ —urv, u. S. w. 
1. 11 —13. 
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11’ — 11 


(3.) 


1 —11 


ı. 11’ — 11 1. 19, — 12’ 
». 317’"—11’' s13%—11’ 
3. 331 —3' 9 1 — 13% 
ı. 21 —21’ 10. 172’ — 1? 
;. 1’ —10 11.017 —21 
6. 3’ — 11 12.13 — 11’ 


13. 21’ — 01’ 
14.01 — 21 
15.13 — 11 


16.21 — 01 


ı. 10 — 12. 


Solitär - Spiels 


911 —11 3 
20.21 —01 % 
21.13 —11 2 
2.01 —21 28 
23.31 —11 3 
24.317 —31 30, 


1. 11 — 11 
18.03 — 01 
(9.) IE 


Von Zug 2 bis Zug 25 wie in der vorigen. 


>30. 00 — 2’0 


>29, 01’ — 21’ 


Frankfurt a. M., den 26. März 1853. 


ss. Fr Fl. 
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Hleiß 


31. 
Veber die Bewegung eines Punktes auf der 
Oberfläche eines Ellipsoids. 
(Von Herrn Schellbach. ) 





53. 

Jeder Punkt der Oberfläche eines Ellipsoids, dessen Coordinalen x, y, 2 
sein mögen, lälst sich durch die Axen des Centralschnitts bestimmen. dessen 
Ebene der Berührungsebene im Punkte zyz parallel gelegt is. Um dies 
nachzuweisen wollen wir zunächst die Axen dieses elliplischen Centralschnitts 
berechnen. Die Quadrate der Halbaxen des Ellipsoids mögen mil «a, b, c be- 


zeichnet werden. so dals 


A ! yv j 2 
5, — -- 1 — — 1 
( ) a ug 
seine Gleichung und 
I nY , 62 
2 u + ae En 
(*.) a'b 'e 


die Gleichung der Ebene des Centralschnitts wird, welche der Berührungsebene 
Ex N NY | 6% nn 1 


ur ae 
des Punktes zyz parallel ist, während $, n, © die laufenden Coordinaten bedeuten. 
Das Quadrat des Radius des elliplischen Centralschnitts. welcher vom 
Mittelpunkte nach irgend einem Punkte $n{ der Peripherie desselben gezogen 
ist. sei @, dann is! 
(3.) tl m 


und da sn{ im Ellipsoid liegt, so ist auch 
&? N" L 
4. 1-42 — 1. 
Kr ao 7 
Betrachtel man die vorige Gleichung als die Gleichung einer Kugel und zieht 
von ihr die letzte Gleichung ab, nachdem man beide Seiten mit ?: multiplieir! 


hat. so erhält man 


re * 4 | n ] „ 
(5.) (a -W)4,b—u) —(e—%) —=(, 
die Gleichung einer Kegelfläche, deren Spitze im Mittelpunkt des Ellipsoids 


liegt, und deren Mantel durch den Durchschnitt des Ellipsoids und der Kugel 


d 











n 
| 
N 
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seht. Wenn der willkürlich gewählte Punkt &7& nicht im Scheitel der grofsen 
oder kleinen Axe des Centralschnitts liegt, so giebt es vier Punkte in der 
Peripherie dieses Schnittes, welche gleiche Entfernung vom Mittelpunkte des 
Ellipsoids haben, die Kegelfläche (5.) wird also die Centralebene (2.) in zwei 
eegen die Axen der Ellipse gleichgeneigten Durchmessern schneiden; ist aber 
der Punkt &7{ ein Scheitel der Centralellipse, dann fallen diese beiden Linien 
in eine einzige zusammen, welche entweder die grofse oder kleine Axe dieser 
Ellipse sein wird, und die Gentralebene (2.) wird in diesen beiden Fällen die 
Kegelfläche (5.) nicht schneiden, sondern nur berühren. Die Berührungsebene 
an diese Kegelfläche im Punkte &n7{ ist aber 


=; 2 Ban D- a ı fe —U 
5, es nn ——)+ EI ——) = 0. 
ni Zu a ar A 





wenn &, n’, © die laufenden Coordinaten sind. 

Diese Ebene und die Ebene (2.) müssen also identisch sein. Da die 
laufenden Coordinaten in (2.) $, n, & und in (5'.) 5’, 7, ©’ genannt wurden. 
so hat man also 

2 —=Sla—u; ym=nb—u,;, z—=Ülc—u) 
und die hieraus entspringenden Werthe von &, n, & in die Gleichung (2.) ein- 
gesetzt. geben die Gleichung 


2 y? 2 


“ Je 4 2 2 Aunelie 
(6.) a(a—u) ! bib— u) > d, 


— 4) 





aus welcher die Halbachsen der Ellipse gefunden werden, in welcher das 
Ellipsoid von einer Ebene geschnitten wird, die der Berührungsebene im 
Punkte xyz parallel ist. 

Die quadratische Gleichung (6.) hat zwei Wurzeln, die mit @ und ® 
bezeichnet werden mögen, so dafs yw und yv die beiden gesuchten Halbaxen 
sind. Es findet aufser (6.) also noch die andere Gleichung stati 


2 2 
x a 


| Y S u 
(.) ala—v) \ b(b— v) T ele—v) 0. 





Aus den Gleichungen (6.), (7.) und (1.) können jetzt die Gröfsen 


2 2 2 
or z . u . D 
Er =, r gefunden werden, oder man kann jetzt die Coordinaten jedes 


Punktes des Ellipsoids durch die Gröfsen a, db, c, u, v ausdrücken. 


Um die Auflösung dieser drei Gleichungen leicht zu bewerkstelligen, 
bedenke man, dafs wenn 


(a—b)(a—c). (b-a)(b—e), (e—a)(c—b) 
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entsprechend durch 


A, B, C 


bezeichnet werden, dann die bekannten identischen Gleichungen stattfinden 














e&) atate- 
19) Fr Tr m +7 un 
0) g—trt+Tm=0 
a) Grete! 





‚ a’ b° ce’ 
(12.) 7 E— Ir ae; = a+b+ C. 
Bezeichnet man nun noch 
(“— u)(a—v), (b-u)(b—-v), (e—u)(e—v) 
durch 
4, B', Ü, 


so hat man offenbar wegen der drei Gleichungen (9.), (10.) und (11.) 














A' ' B' G' 

A(a—u) % Bob— «) + Cle— u) un 0) 
A' B' Ru n 
rennt 
A B' Ü' A 

a tr hr 


Vergleicht man diese drei Gleichungen mit den Gleichungen (6.), (7.) und (1.). 
so sieht man, dafs 
(13) a __ A (a—wla—v), r’ _# wege, 
| a A (a—b)(a— c)’ b B (b—ua)(b— ec)’ 
> (C _(ce—wu)(e—) 


ce CC (e-a)(c—b) 














sein mufs, dafs also durch diese Gleichungen die Coordinaten jedes Punktes 
der Oberfläche des Ellipsoids durch die Halbaxen yw und yv des Central- 
schnitts bestimmt werden können, welcher der Berührungsebene im Punkte ryz 
parallel läuft. Da hier durch « und v nur die Quadrate von xyz gefunden 
werden, so entsprechen jedem % und v acht verschiedene Punkte des Ellipsoids. 
Es mag noch bemerkt werden, dafs die Durchschnitte der beiden Kegel (6.) 
und (7.) mit dem Ellipsoide (1.) die Krümmungslinien desselben bilden, welche 
durch die erwähnten acht Punkte gehen. 
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S. 2. 
Die Differentiale der Gleichungen (13.) geben 
ee #7... .ja—v Ja—ıu 
u Aa 4A a a—u eg) 











< BY, 

Run | (u ep +öry —) 
PER TONEENE JH, /e—v we 
202 = 0 | 2 (ou J 2 +0% | _) 


Bezeichnet man nun 
(a—u)b— u)(c—u) = U und (a—v)(b—v)(e—v) = V. 
so finden wieder die schon benutzten identischen Gleichungen statt: 



































1 1 1 re 
A(a— u) 7 B(b— u) TCte-u) U 

a b c un 
A(a— u) 2 B(b—u) + Cle—-uı) U 

u? b? c? ER; 
A(a— u) T Bi—u) | Cle-u) WU 


und die ähnlichen, in denen # und U durch ® und V ersetzt werden müssen 
Mit Hülfe dieser Gleichungen findet man sogleich 


nn» 2 u? — uv vu” WU 
4(02°--0y°+02°) = © Tr) 


oder wenn man das Bogenelement mit Os bezeichnet 














a2 __ u—v /udu? vov? 
(14) 0° = 7 ine - )- 
Ebenso leicht ergiebt sich auch noch 
i O1 ,ı Oy? , O2" _u—v (du dv 
Mm.) a 7 Ber So a 


und durch (8.) und (12.) gelangt man sogleich zu 


. F} a ; um 
16) St HtF = 


abe 
und 





(17) Hy a+btcec—u—v. 


$. 3. 


Nach diesen Vorbereitungen kann man nun leicht die Bewegung eines 
Punktes auf der Oberfläche eines Ellipsoids bestimmen, der von einer Kraft x 
nach dem Mittelpunkte desselben gezogen wird, die proportional der Entfer- 
nung wirkt. 
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Die Gleichung des Ellipsoids sei die Gleichung (1.), und der Wider- 
stand desselben normal gegen seine Oberfläche werde mit A bezeichnet. Die 
Bewegungsgleichungen sind dann, wenn man die Differentialquotienten in Be- 
zug auf die Zeit ?/ durch Accente ausdrückt 


n ' AX Ay 2 
( IS.) 2" a — +22; y" u Lay; Au a er Pa 
Man erhält aus ihnen sogleich 


ai a well 
23 ı 9 Ä 


(19.) | EEE ei SE EEE A AR 2). 
nd EE  : Er c 


Diiferenliirt man (1.) zweimal nach einander, so erhält man 








el ‚af DI | 
(20) +74 = 0, 





a '75 c 
ar u aM ‚2 t2 2 
© Z YV II ä YV ' < 
(21.) 12 4 —— 4 4 —— 0. 
a b c a b c 
Bezeichnet man nun 
2-2 12 
“me Be Zu P> 
ea 
a ı #7 # jahr E 
so verwandelt sich (19.) vermöge {(1.) und (21.) 
(22) —qg = ip-+z, 


ferner erhält man leicht aus (18$.) 


2 Ä N I" lg zz di; xx Y 22 
AH) HH HE 


Diese Gleichung ist aber wegen (20.) und der Werthe von p und g nichts 
anderes als 














a re, 
Eliminirt man A aus (22.) und (23.), so gelangt man zu 


A er 
p Tor ah 





von welcher Gleichung 
(24) pt) = 
das Integral ist, mit der Constanten A. 


Aus den Gleichungen (18.) bildet man sich noch, mit Rücksicht auf (20.), 
leicht die Gleichung 


"+ " 


22" +yy" +22" = “(ze +yy'+22') 
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deren Integral 
(25.) "’+y’4.t = ze y-+z)+B 
ist. 
Benutzt man nun die Gleichungen (14.) und (17.). so gewinnt die 
letzte Gleichung, wenn man die Constante z(a+5b--e)-+-B durch € bezeich- 


net. die Gestalt 
u—v (uw? =) 


(26.) 7 Tr) > C—z(u-+v). 








Nach (16.) ist » nichts anderes als nr und nach (15.) ist 


rah u—v u” 1) 
uch we, 
Daher ergiebt sich aus (24.), wenn man abcA durch D bezeichnet. 


[73 — 


| 2 2 
(27.) 4 V . 7) = uv 
Der Quotient der beiden letzten Gleichungen führt endlich, wenn man dt 
forihebt, zu der Differential- Gleichung der Bahn des bewegten Punktes 


- un? 7) = un (C-z(ut+ 0) (7 12 7 











wv 
oder zu 
Yyuou Yudv 
28. 0 
BG YUID— Cu-+zu?) — YyrD-—-Cr+zv) ’ 


in welcher die Veränderlichen gesondert erscheinen. Vertauscht man « mil 














1 . . R . . 
— und v mil — so nimmt diese Gleichung die Gestalt an 


e 
(29.) - EL zen 
Vlar—A)br—I)ler—A)Dr— Ort) a Tas Ds Den Ds?- — (st; sta) 














Wenn nun v als Function von % bestimmt ist, so läfst sich aus den Glei- 
chungen (26.) oder (27.) auch £ als Function von % ausdrücken und somit 
für jede Zeit Z das zugehörige % berechnen. 


g. 4 


Man kann jetzt auch die Bewegung eines Punktes auf dem Ellipsoide 
bestimmen, wenn ihn ein widerstehendes Mittel hemmt. Der Widerstand habe 
die Form «auv-+Pv’, wo v die Geschwindigkeit und @ constant oder eine 
Function der Zeit sein kann, eben so wie f als eine Constante oder als 
Function des Bogens s betrachtet werden kann. 
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Die Bewegungsgleichungen sind dann 


7 90? 16) ) 0 
2" = Hat) = Ftat 0) 


oder wenn man der Kürze wegen &-+Pv=x selzl 


IX Ay 1% 
(30.) x’ zu e + 2x; y" PO 7 - zy;5; z'' mn vr, -1- 1x. 


Aus diesen drei Gleichungen erhält man mit Benutzung der früheren Zeichen 


HR 4) 




















oder 
31) = M'-+Rzg, 
ferner 
za, yet, 2" i x ı y* 2) ze ,'yy' , 32! 
7.1. —_ /— +. +— % I. — 
a dr er Fatptra)t irrt 
oder 


(32.) 4 zn Ip. 
Eliminirt man A aus diesen beiden Gleichungen, so gelangt man zu 


ARE ER 
p 1 
oder 
op | og n („St RnD n n 
(33.) > — 2r0öt —= 2 (aöl- Pvot) = 2(aötl-- Pos). 


Bezeichnet man nun 
oot— T und 2 fBös — SS 
und nennt die Integrationsconstante A, so ist das Integral dieser Gleichung 
Ba) Wear 
Aus (30.) gelangt man nun noch leicht zu 


xx " rn. Zu], u Pu „12 2 
Hy’ tes" = za" ty" +2 


oder 


oder 
35.) — = xÖÜ. 


Von dieser Gleichung ist das Integral 
(86) .e = Ba?, 


wenn 2 die Integrationsconstante bedeutet. 
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Das Quadrat dieser Gleichung giebt 








En = eT48 — rq 
 jas a 
oder 
Au—v(mu®? we N ww u—v/( u” “ 
DB’ 4 U V/ abc 4 U V 
er . abe 
Aus dieser Gleichung hebt sich O2 fort und, für "6, gelangt man von 


ihr aus sogleich zu der Differentialgleichung der Bahn, der Curve 
(37.) Yyuodu ib Yıov 

YUlu—C) YVıe—Ü) 
welche natürlich zugleich die kürzeste Linie auf dem Ellipsoide darstellt. 

Die Auflösungen dieser Aufgaben, die ich seit einigen Jahren besitze, 
theilte ich vor längerer Zeit Herrn Dr. Borchardt mit, der mir in einem 
Collegien-Hefte des verewigten Jacobi die erste derselben gelöst zeigte; da 
aber die zweite sich dort nicht behandelt findet, auch die Methoden Jacobzs 
zur Lösung zu gelangen ganz andere als die meinigen sein sollen, so ver- 
öffentliche ich jetzt meine Auflösungen, um dem Wunsche einiger wissen- 
schaftlichen Freunde zu genügen. 














Berlin, 1857. 
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32. 


Lagrange’s Umkehrungsformel. 
(Von Herrn E. Heine.) 


L. ähnlicher Art, wie ich neulich (S. 68 dieses Bandes) die Variations- 
rechnung zur Umformung eines analytischen Ausdrucks anwendete, kann man 
sie benutzen, die Gleichungen des D’Alembert'schen Prineips in die La- 
grange'sche Form zu verwandeln, in der nur die unabhängigen Variabeln 
vorkommen, — eben so endlich, wie ich hier zeigen will, um Lagrange's 
Umkehrungsformel abzuleiten. 


Ich setze 
(1); X 
und bezeichne durch w (x) u irgend eine Function von &, ihre Diflerential- 
quotienten nach = durch 2’, 2” etc. Dann ist 


y(@—hfle)) = 3 Hefa)4 4g2" fe) — 


also. wenn g(x) eine beliebige Function von z vorstellt 
(2. YA yer)y(e—hf(a)) de =f ya) A z’f)4 75 z'f(a)—--)dr. 


Schreibe ich in dem Integral auf der linken Seite y für x und reducire ver- 
mittelst (1.). so wird es 


= / pir)vte)dy = [zyly) go de, 


a [04 
wo eo —= a—hf(a). B = Bao) 
Ist + klein genug, so fällt wenigstens ein Theil des Intervalles von « bis Öd 
und von « bis $ zusammen. Variire ich nun nach z3 so, dafs in dem ge- 
meinsamen Intervalle dz beliebig, aufserhalb desselben dg = 0 ist, bemerke 
ferner. dafs die Variation der rechten Seite von (2.) sich als Summe eines 
Theiles, welcher frei vom Integral ist, und von 


"B oz dx 


a 





> 
- 


darstellen läfst. wo 


En 7 d(g(a)f(a)) , HOHEN) 1. 
a hs da T 1.2 dr? 
oesetzt wird, so ist, in a Intervalle integrirt, 


a Iv 
Sizon) dr — /Bozd, also 
Iy 
8) nz = B: 


welches die Lagrange’sche Formel ist. 
Halle. den 20. Juli 1857. 




















